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STRESZCZENIE

Skrypt obejmuje calg gam¢ metod numerycznego obliczania catek oznaczonych, opar-
tych na znajomosci rzednych funkcji podcatkowej w zadanych punktach. Sg to metody
réwnokrokowe Newtona-Cotesa, jak wzor trapezoéw, Simpsona i inne, wzory Czeby-
szewa o stalych mnoznikach rzednych czy wzory Gaussa o najwyzszych rzgdach
doktadnos$ci. Oméwiono sposoby zwigkszania doktadnos$ci obliczen, w tym metode
Romberga, polegajaca na potowieniu kroku catkowania, zapewniajaca zazwyczaj duzo
doktadniejsze wyniki, niz wzory Newtona-Cotesa. Oméwiono metod¢ prostokatow,
doktadniejszg od metody trapezéw, dajaca btad dwukrotnie mniejszy przeciwnego zna-
ku. Oméwiono catkowanie funkcji nieregularnych (osobliwych) z waga.

Skrypt omawia takze specjalne metody catkowania, jak catkowanie funkcji okreso-
wych o zmiennej amplitudzie, catkowanie za pomocg planimetru czy krzywych gietko-
wych, zwykle pomijane w literaturze. Wreszcie, na koniec oméwiono $ciste obliczanie
niektdrych catek z ominigciem funkcji pierwotnej.
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Catkowanie numeryczne

§1. Wstep

W zastosowaniach czgsto zachodzi konieczno$¢ obliczania catek oznaczonych:

I fods.

Przez catke oznaczong rozumie si¢ granice, do ktorej dazy suma pdl paskow f(x;)Ax;
pokrywajacych przedziat catkowania {(a, b), gdy ich liczba n - «, a szeroko$¢ Ax; - 0.
Sumowanie odbywa si¢ po wszystkich paskach od i = 0 do n. Interpretacja geometrycz-
ng catki oznaczonej jest wigc réznica pola miedzy krzywa f(x) i osig odcietych, ktére
jest nad i pod osig x.

Funkcja podcatkowa f(x) moze by¢ dana w trojaki sposéb:

¢ tabelarycznie,
* wykreslnie,
* analitycznie (wzorem).

Tylko w trzecim przypadku, gdy funkcja podcatkowa dana jest wzorem, moze istnie¢
mozliwos$¢ obliczenia catki oznaczonej za pomoca metod analitycznych, tj. przez za-
stosowanie wzoru Newtona-Leibnitza:

I' e = o), (L)

gdzie F(x) jest funkcjg pierwotng o skonczonej kombinacji funkcji elementarnych.
Inny spos6b obliczania catek oznaczonych to teoria residuum czy rozwinigcie funkcji
podcatkowej w szereg Maclaurina. We wszystkich pozostatych przypadkach catki ozna-
czone mozna obliczy¢ jedynie za pomocg catkowania numerycznego, co powinno by¢
oczywiste. Warto zaznaczy¢, ze réwniez w przypadku funkcji podcatkowych zadanych
analitycznie oplaca si¢ czasami oblicza¢ catki numerycznie, gdy obliczenie analitycz-
ne jest zawite.

Catkowanie numeryczne polega na obliczaniu catki oznaczonej na podstawie warto-
Sci funkcji podcatkowej (rzednych) dla wybranych odcigtych. Zatem istota tego catko-
wania jest nastepujaca:

[ (e =3M,,+8, (1.2)

gdzie f(x) jest funkcjg podcatkowa, xo, x1, ..., X, 53 odcigtymi, w ktérych znane sa warto-
$ci (rzedne) funkcji podcatkowej yo, y1, .., Yu, A jest bledem metody, za§ Mo, M, ..., M,
sa wspotczynnikami wagowymi (mnoznikami) rzednych; majg one wymiar, jak o$ x.
Przez n + 1 rzgdnych yy, ys, ..., Y», branych do obliczenia catki, mozna jednoznacz-
nie poprowadzi¢ wielomian interpolacyjny n-tego stopnia. Odcigte x; tych rzgdnych na-
zywaja si¢ weztami interpolacji. Widzimy, ze blad metody A réwna si¢ zero, gdy wie-
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lomian interpolacyjny pokrywa si¢ z funkcja podcatkowa. Tak wigc doktadnos¢ catko-
wania numerycznego jest tym wigksza, im lepiej wielomian interpolacyjny aproksymuje
funkcje podcatkowa. Jesli zatem funkcja podcatkowa znacznie r6zni si¢ od wielomianu
interpolacyjnego, np. gdy posiada asymptoty pionowe, to oczywiste jest, ze btad metody
moze by¢ bardzo duzy.

W przypadku funkcji regularnych najlepsze wyniki osiaga si¢ stosujac tzw. catkowa-
nie ztozone, polegajace na catkowaniu funkcji krétkimi podprzedziatami i zastosowaniu
w kazdym podprzedziale wielomiandéw interpolacyjnych niskich stopni, czyli stosowa-
niu wzoréw opartych na matej liczbie rz¢dnych. Jesli dtugo$¢ przedziatu jest zachowana,
wzory na catkowanie numeryczne nie zaleza od potozenia przedziatu.

W przypadku, gdy funkcja podcatkowa lub jej pochodna posiada osobliwos¢, a wigc
gdy znacznie rézni si¢ od wielomianu, nalezy przedstawi¢ ja w postaci iloczynu funkcji
osobliwej B(x) i funkcji regularnej g(x):

Jx) = 6(x) g(x)

1 przybliza¢ jedynie funkcj¢ regularng. Postgpowanie takie umozliwia osiagni¢cie du-
zej doktadno$ci catkowania numerycznego, mimo wystepowania osobliwosci funkcji
podcatkowej f(x). Catkowanie wyglada wéwczas nastepujgco:

h n
I&@ﬂﬁhZZM£@HA, (1.3)
a i=0

Jest to najbardziej ogdlny przypadek catkowania numerycznego. Funkcja 6(x) nazywa
si¢ funkcja wagowa lub krécej — waga.

W wielu przypadkach, gdy funkcja podcatkowa f(x) jest regularna, nie ma potrzeby
przyjmowania funkcji wagowej. Oznacza to, ze wzor (1.2) jest szczegdlnym przypad-
kiem wzoru (1.3), w ktérym 6(x) = 1. Potrzeba catkowania wg wzoru (1.3) wystepuje
réwniez wtedy, gdy przedziat catkowania (a, b) jest nieskonczony, gdy funkcja f(x) za-
wiera takie funkcje, jak sin Kx, przy duzych K, ¢, przy matych A itp.

§ 2. Metoda Lagrange'a

Ze wzordéw (1.2) i (1.3) wynika, ze catke oznaczong oblicza si¢ numerycznie sumu-
jac n + 1 rzednych funkcji f(x) lub g(x), niekoniecznie wzietych z przedziatu catko-
wania, mnozonych przez odpowiednie mnozniki wagowe.

Mnozniki M; (wagi) mozna wyznaczy¢ na wiele sposobow. Jednym z nich jest
aproksymowanie funkcji regularnej g(x) wielomianem interpolacyjnym L,(x) co najwy-
zej stopnia n, przyjmujacym w danych wezlach x; te same wartosci, co funkcja g(x):

hm=inumm» (2.1)
i=0
gdzie:
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(x—x,)
pl(x):k:okm*_ i:091923~~'9n (2.2)

sa (bezwymiarowymi) wielomianami Lagrange'a stopnia n, zwigzanymi z poszczegol-
nymi w¢ztami; M jest iloczynem, w ktérym k zmienia si¢ od 0 do n, z wykluczeniem
k = i. Inaczej méwigc, mianownik jest iloczynem odleglosci i-tego wezta od pozostatych
weztow, za$ licznik jest iloczynem odlegtosci x od tych samych weztéw. W weztach:

(x)=5 = 0 izk

AX =0, = .

p i k ik 1 l - k

Stad fatwo jest sprawdzié, ze L,(x;) = g(x;), czyli ze L,(x) jest rzeczywiScie wielomia-
nem interpolacyjnym. Ze wzoru wida¢, ze potozenie weztéw wzdtuz osi x nie wptywa
na wielomiany p«(x). Dla n = 2 otrzymuje si¢ wzor na interpolacj¢ kwadratowa:

)= TR G

(X = x)(x, = x,) ’ (4 = x5 —x,) (2.3)
L x)xmx)
(x, = x)(x, = x)

2

Wielomiany stojace przy go, g1, &2 $3 wielomianami Lagrange'a po(x), p1(x), po(x). Z uwa-
gi na to, ze wielomian p;(x) w i-tym wezle przyjmuje warto$¢ 1, a w pozostatych zeruje
sig, jego przebieg jest oscylacyjny poza wlasnym weztem x = x;, zwlaszcza dla wigkszych
n, co wida¢ na rys. 1 dla n = 4. Wezly na tym rysunku sg w punktach x =1, 2, 3, 4i 5.
Wielomiany p;(x) moga przekracza¢ warto$¢ 1, jak na przyklad wielomiany pi(x) i ps(x)
narys. 1. Widac tez, ze dla weztéw potozonych symetrycznie w przedziale (xo, x,,), wie-
lomiany Lagrange'a sg symetryczne wzgledem $rodka przedziatu x = Y2(xo + x,,).

Poza weztami wielomian interpolacyjny na ogét nie pokrywa sie z funkcja g(x), dla-
tego w dowolnym przypadku, interpolacja obarczona jest pewnym btedem (odchytka)
€(x), zwanym bledem interpolacji:

8(x) = L(x) + &(x).

Podstawiajac g(x) do wzoru (1.3), otrzymamy:

b
M, = [8(x)p,(0)dx,  i=0,12,...n, (2.4)

A=[" 800 e()dx. 2.5)

Ze wzoru powyzszego wynika, ze idea znajdowania mnoznikéw rzednych M; jest prosta,
lecz w praktyce ma niewielkie znaczenie, ze wzgledu na ucigzliwe rachunki. Wynika to

10
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stad, ze wielomiany Lagrange'a p/(x) s3 roztozone na czynniki pierwsze, ktdre w takiej
postaci nie nadaja si¢ do catkowania. Catkowa¢ mozemy jedynie wielomiany w posta-
ci klasycznej. Aby je otrzymad, musimy wymnozy¢ czynniki pierwsze, co jest ucigzli-
we juz dla n = 4. Stad tez, poza szczeg6lnymi przypadkami oméwionymi p6zniej, me-
toda Lagrange'a stabo nadaje si¢ do wyznaczania mnoznikéw.

12 ;
;]
0,8 1
0,6 1
0.4
0,2 1
o ) |
W X

0,2
0,5 1 1,5 2 25 3 3,5

1,2 1
1 P4 P2 P3
0,8 1
0,6 1
0,4 1
0,2 1

0 1
02 1

0,4

0,6
05 1 1,5 2 25 3 3,5 4 45 5 55

Rys. 1. Wielomiany Lagrange'adlan =214

Ze wzoru (2.4) wynika, ze gdy funkcja wagowa 6(x) jest symetryczna wzgledem $rod-
ka przedziatu catkowania (xo, x,) i gdy wezly potozone sa symetrycznie wzgledem
tegoz $rodka, to odpowiadajace im wielomiany Lagrange'a p;(x) sg takze symetryczne,
co tym samym pociaga za sobg symetryczny przebieg mnoznikéw M;.

W przypadku funkcji regularnych, funkcja wagowa 6(x) = 1. Wz6r (2.4) przyjmuje
wowczas postac:
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b
M,»:J.Pi(x)dx’ i=0,1,2,...,n.

Widzimy, ze mnozniki rzgdnych M; réwne sa calce wielomianéw Lagrange'a p/(x), da-
nych wzorem (2.2), przy czym przedzial catkowania nie musi pokrywaé si¢ ze
skrajnymi weztami. Gdy x liczone jest od $rodka przedzialu, wéwczas:

hil2

M= [ podx.  i=012..n, (2.6)

i
—h/2

gdzie h = b - a jest dtugo$cia przedziatu catkowania.

Wielomiany p;(x) nie zaleza od potozenia weztéw wzdluz osi x. Mozemy wiec
przesunac¢ je tak, by Srodek przedziatu Y2(a + b) znalazt si¢ w poczatku uktadu. Prze-
dziat catkowania jest wtedy symetryczny.

Dzielac licznik i mianownik wielomianu Lagrange'a (2.2) przez (Y2h)" (wielomia-
ny pi(x) sa stopnia n), otrzymamy:

H (t=t,)
pi(x):% i=0,1,2,....n, .7
t,—t,
k=0 k#i

gdzie t = x/Y2h jest bezwymiarowa odlegtoscig od $rodka przedziatu catkowania. Wi-
dzimy, ze wielomiany pi(x) sa tozsame z wielomianem p,(f). Podstawiajac wielomiany
(2.7) do wzoru (2.6), otrzymamy:

1
M, =4h|[ pnyr, i=0,1,2,....n,
-1

gdyz dx = V2hdt. Bezwymiarowe mnozniki H; = M;/h wyraza si¢ wigc wzorem:
1
H, =4[ pot, i=0,1,2,....n. (2.8)
-1

Sa one niezalezne od dtugos$ci przedziatu catkowania A.
Wprowadzmy pomocniczy wielomian s(x) stopnia n + 1, bedacy iloczynem kolej-
nych jednomianéw (x —x;) od i =0 do n:

§(x) = (x = x0)(x —x1)...(x —x,) = N(x—x)). 2.9)
Wielomian Lagrange'a (2.2) mozna zapisa¢ wtedy krocej:

_s(x)/(x—x,)
p,-(x)—is,(x:xl_) ’ (2.10)
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gdyz licznik we wzorze (2.2) nie zawiera czynnika (x — x;), a mianownik jest pochod-
ng wielomianu s(x) w punkcie x = x;, co tatwo sprawdzi¢. Dzielagc powyzszy iloraz
przez (Vah)"*', otrzymamy:

p-(x):m- 2.11)
l s'(t=tl.)

Jak poprzednio, wielomiany p;(x) sa tozsame z wielomianami p,(f). Wz6ér ma sens,
jesli wezly sa pierwiastkami z géry znanego wielomianu, co bedzie oméwione pdz-
niej. Jesli nie, stosujemy wzoér (2.7).

Uwaga: weztéw wzdluz osi x nie mozna przesuwaé, gdy funkcja podcatkowa jest
osobliwa, tj. gdy wystepuje funkcja wagowa 6(x) — zmieniaja si¢ wowczas jej wartosci.

PRZYKEAD 1. Wyprowadzi¢ wzor na catkowanie numeryczne w postaci:

Ig y@)dx = Moyo + M1y1 + Maya,
w oparciu o interpolacj¢ kwadratowa, gdzie rz¢dne y sa w punktach x =0, Y2h, h.
Rozwiazanie. Funkcja podcatkowa jest regularna, 8(x) = 1. Korzystajac ze wzoru
na interpolacj¢ kwadratowa (2.3), otrzymamy:

h h h h

(x—=5h)(x—h) -h x(x=1h)
Potdar= y [CED gy, XDy [0
0

0 0 0

gdzie calki stojace przy rzednych sa mnoznikami M;. Tak wigc:

h

h 2 3 17,2 h 2 h 2 1
x"—=Jhx+5h x" —hx X" —2hx
J.y(X)dx:yOJ.%dx+y1J. 2 dx+yzj.722dx:
1h ~1h 1h
0 0 2 0 4 0 2
h 133313 1313 1R —1p3
J.}’(x)dx— ihz 0+z _1h22 i . 1h24 V) =
0 2
h ihS 17,3 Lh3
[y()ae ==y + =y + 2y, =h(by, + 4y +4y,)=
o 2h ~ih 2h

:%d(%)’o +2y, +%y2)'

Wz6r ten nazywa si¢ wzorem Simpsona. Jest on Scisty nie tylko dla wielomianéw kwadrato-
wych, lecz takze dla wielomianéw trzeciego stopnia, co fatwo sprawdzié, catkujac x* w prze-
dziale (0, h). Obydwa wzory: analityczny i numeryczny dadzg ten sam wynik: v4h”.

PRZYKEAD 2. Wyprowadzi¢ wzor na catkowanie numeryczne w postaci:

h
-[o y(x)dx = Moyg + Myy, + Moy, + Msys,

w oparciu o interpolacje trzeciego stopnia, gdzie rz¢dne y sa w punktach x = 0, Ysh, %h, h.
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Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa jest regularna, 8(x) = 1. Dla n = 3 wzér (2.2)
na interpolacj¢ trzeciego stopnia przyjmie postac:

_(x=im(x—2h)(x—h) x(x—=2h)(x—h) x(x=1h)(x—h)
T —oghm T aghar O —zhoagn
3 3 3 3 3 3 3 3
—1 -2
N x(x—3h)(x—3h) v,
hBZhGh
gdzie wyrazenia utamkowe przy rzednych sg wielomianami Lagrange'a po(x), pi(x), pa(x) i

p3(x). Wielomiany te sg symetryczne, co wida¢ na rys. 2 (wezly na tym rysunku sa w punk-
tach x =1, 2, 31 4). Wielomiany pg(x) i pa(x) w oddaleniu od swego wezta wyraznie oscyluja.

1,2 1
. Po P+ P2 Ps3
0,8 1
0,6 1
0,4 1
0,2

0 1 1 1 )

-0,2 1 n=3

04/
05 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

Rys. 2. Wielomiany Lagrange'a dlan =3

Calkujac wspomniane wielomiany w przedziale (0, &), otrzymamy mnozniki M;. Chcemy
jednak otrzymac je bez przechodzenia na posta¢ klasyczng wielomiandéw, bo wigze si¢
z tym duzo zmudnej pracy. Wielomiany Lagrange'a sg trzeciego stopnia, mozemy wigc je
scatkowa¢ numerycznie z pomocg wzoru Simpsona. W tym celu potrzebujemy wartosci
na koncach i w srodku przedziatu catkowania. Wartosci te sg nastepujace: dla

po(x): (1, -1/16, 0), p1(x): (0, 9/16, 0),
p2(x): (0, 9/16, 0), p3(x): (0,-1/16, 1).

Obliczajac iloczyn skalarny z wektorem wspéiczynnikéw wzoru Simpsona, otrzymamy
symetryczny przebieg mnoznikéw: Mg = Y%h, My =%h, M, =%h, M3 = '%h. Zatem:

h
[o Y(X)dx = h(Yayo + %y1 + Yy, + Yeys).

Wz6r ten nazywa si¢ Il wzorem Simpsona. Jak zobaczymy pdzniej, jest on zdecydowanie
mniej doktadny, niz wzér Simpsona.



15

Maciej Pawtowski

§ 3. Rozwijanie w szereg

Alternatywna metoda wyznaczania mnoznikéw polega na rozwini¢ciu funkcji g(x)
w szereg Taylora:

12 lr? lm+1
- + o' l+ " L e+ (m) (m+1)
80 = 8(x) + & () + 8" (x) 5 g™ (%) *g (E)( o
gdzie [ = x — xo. Rozwinigcie to mozna zapisac krocej:
lm+l

(m+D

SIRCTR At
g =2 8" %)+ ®

gdzie &, zalezne od x, jest z przedziatu (xo, x), xo jest dowolnie obranym biegunem
w przedziale (a, b). Rozwini¢cie jest wazne, gdy funkcja g(x) jest przynajmniej
(m + 1)-krotnie r6zniczkowalna w otoczeniu xj,.

Podstawiajac szereg Taylora do lewej strony wzoru (1.3), otrzymamy:

b m (k) b
Jocogeodx =3 51 [ tecaya " [eg @ (G
a k=0 : a

1)v

Wyrazajac warto$ci g(x;) po prawej stronie wzoru (1.3) za pomoca szeregu Taylora
oraz zmieniajac kolejno$¢ sumowania, otrzymamy:

(k)
DM+ A= SIS M+ S MU ) ra D

Wyrazenia (3.1) i (3.2) sa lewa i prawg strong tego samego réwnania, stad wspétczynni-
ki stojace przy tych samych pochodnych w obu réwnaniach musza by¢ sobie réwne,
jesli réwnanie (1.3) ma by¢ tozsamoscia. Zatem poréwnujac wyrazenia stojace przy tych
samych pochodnych, otrzymamy nastepujacy uktad réwnan na mnozniki M; i potozenie
weztow [

n b
> Ml =] 10y, k=0,12,....m, (3.3)
i=0 a

przy czym k oznacza rzad pochodnej funkcji g(x), przy ktorej stoja poréwnane wyraze-
nia we wzorach (3.1) i (3.2). Prawa strona ukladu (3.3) jest znana — przedstawia mo-
menty funkcji wagowej 8(x) wzgledem bieguna x,, oznaczane dalej przez J;. Rozwigza-
nie tego uktadu nie zalezy od doboru bieguna x,, co jest oczywiste, a ponadto daje si¢
fatwo wykaza¢ formalnie (zadanie 1).

Jawna posta¢ ukladu (3.3) jest nastepujaca:
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b
My+M +..+M, =], =] 8(x)dx

b
Myl, + M1+ +M 1, = J, = [18(x)dx (3.4)

b
Mol(;l +Mllln +...+M,,l: :‘ln Ejln e(x)dx

Widzimy, ze po lewej stronie uktadu wystepuja momenty mnoznikéw wzgledem bie-
guna x,, a po prawej — momenty funkcji wagowej wzgledem tegoz bieguna.
Btad metody A otrzymamy, poréwnujac ostatnie wyrazy w réwnaniach (3.1) i (3.2):

b

1 J' lm+le(x)g(m+1) (E)dx - Z Ml.ll.mﬂg(mﬂ) (E,):| ,
i=0

“ )

a

gdzie & jest nieznang funkcja [. Jesli I”*'0(x) jest jednakowego znaku w catym prze-
dziale catkowania, jak i Ml s3 jednakowego znaku dla wszystkich weztéw, to we
wzorze powyzszym mozna zastosowac¢ twierdzenie o wartosci Sredniej. Brzmi ono
nastepujaco:

17 F@odx =£€) | o (x)dx,

gdzie & O (a, b), jesli ¢(x) nie zmienia znaku w przedziale (a, b). Analogiczne twier-
dzenie zachodzi dla sumy. Wyrazenie na btad A przyjmie wéwczas postac:

1
(m+1)!

|:g(m+1) (El)_l. lm+16(x)dx _ g(m+1)(az)i Milim+l:| , (35)

gdzie obydwa punkty &, oraz &, leza wewnatrz przedziatu {(a, b).

Jesli przyja¢, ze g"*V(&) = g""(&,), czyli ze pochodna funkcji g(x) stabo sie
zmienia w obrgbie przedziatu catkowania, to ze wzoru (3.5) otrzymamy ostatecznie
wzO6r na blad metody A:

b n
pn=_1! {j 1"0(x)dx = > Ml.ll.’””} g, (3.6)
w i=0

T (m+1)!

gdzie n O (a, b). By to jednak udowodni¢ §cisle, musimy odwota¢ si¢ do btedu A dane-
go wzorem (2.5). Gdy funkcja wagowa 8(x) jest statego znaku w przedziale catkowa-
nia, do wzoru na btad A mozemy zastosowa¢ twierdzenie o wartosci $redniej:

b b
[e@emdx =@/, 8(x)dx,
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gdzie & O (a, b). Widzimy zatem, ze btad A wyraza si¢ za pomocg punktu lezacego
w obrebie przedzialu catkowania. Mozna pokaza¢, ze wartosé g”*"(n) lezy na ze-
wnatrz przedziatu liczbowego:

(gD, §" V().

Zwréémy uwage, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym we wzorze (3.6) przedstawia
réznice pomiedzy prawa P i L lewg strona réwnania dla k = m + 1 w ukladzie réwnan
(3.3) czy (3.4), tj. pierwszego réwnania niespetnionego przez mnozniki i wezly.

Jesli m + 1 pochodna funkcji g(x) nie jest stata, bledu metody nie mozna obliczyé
dokfadnie. Bfad mozna jedynie oszacowa¢, podajac wartos¢ od gory i dotu, ale tylko
wtedy, gdy funkcja podcatkowa zadana jest analitycznie, I”*'8(x) jest jednakowego
znaku w catym przedziale catkowania i gdy M;l"*" s jednakowego znaku dla wszyst-
kich weziéw.

Z przedstawionej tu metody w sposob oczywisty wynika, ze rzad doktadnoS$ci
catkowania numerycznego m jest réwny liczbie réwnan w uktadzie (3.3) czy (3.4),
jakie spelniaja odciete weztéw i mnozniki, pomniejszonej o 1. Jesli funkcja wagowa jest
parzysta wzgledem $rodka przedzialu catkowania i jednoczesnie wezly sa potozone
symetrycznie wzgledem tegoz $rodka, to liczba m + 1 we wzorze na btad (3.5) lub
(3.6) jest zawsze parzysta. Najwyzszy mozliwy rzad dokladnos$ci catkowania nume-
rycznego m, przy zastosowaniu n + 1 rzgdnych do obliczen, wynosi 2n + 1, a najmniej-
szy mozliwy wynosi n, w zaleznosci od potozenia weztow.

Jako funkcje wagowe 6(x) mozna wybiera¢ tylko takie, by momenty J, w ukla-
dzie (3.3) czy (3.4) mozna bylo tatwo obliczy¢ analitycznie dla dowolnego k.

PRZYKEAD 3. Wyprowadzi¢ wzor na catkowanie numeryczne w postaci:

1
[o f0)dx = Moyy, + Myyy, + Myyy,

gdzie rzedne y sa w punktach x = V4, 4, 34 oraz okresli¢ rzad doktadnosci wzoru m i btad A.
Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa jest regularna, 8(x) = 1. Przyjmujac biegun xg

w poczatku uktadu, zmienna / = x. Stad momenty funkcji wagowe;j:
1 1 1 2
Jo:Ide:1, lefoxdle/z, JZZJOxdx:Vs.
Do okreslenia sa 3 mnozniki My, My, M,. Wystarczy zatem wzig¢ 3 rownania w uktadzie

B4)dlak=0,1,2:

Mo +M1 +M2 = l,
1/11\40 + 1/21‘4]_ + %Mz = 1/2,
1115M0 + IAMl + 9/16M2 =l

Stqd: Mo:2/3, M1:_1/3, M2:2/3.

1
Zatem: ,[0 Jx)dx =%y — Yoy, + %5y



Catkowanie numeryczne

Widzimy, ze mnozniki majg przebieg symetryczny z uwagi na ich symetryczne potoze-
nie wzgledem $rodka przedziatlu catkowania.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, dla jakich wielomianéw wz6r jest doktadny, musimy
sprawdzi¢, ile réwnan w ukladzie (3.4) spetniajg wezty i mnozniki.

Réwnanie dla k& = 3 ma postac:

11642/3 - %Y +27/542/3 :J3:1A-.

Jest ono spetnione. Musimy wigc sprawdzi¢, czy jest spetnione réwnanie dla k = 4:

1/2562/3 - 1/161/3 + 81/2562/3 =Js= 1/5,
haa # Vs, s = ¥hoy = Tge0-

Tak wigc wzér ma doktadno$¢ rzedu m = 3, czyli jest doktadny dla wielomianéw stopnia
co najwyzej 3. Blad okresla wzor (3.6):

—1_7 4 -_1 (4)
A=t o=t m-
Z uktadu (3.3) czy (3.4) bezposrednio wynika, ze dla danego uktadu we¢ztéw mnozniki
M; nie zalezg od funkcji g(x). Zalezg natomiast od potozenia rzgdnych funkcji g(x)
branych do obliczen oraz od funkcji wagowej 6(x). Jesli biegun x, przyja¢ w srodku
przedziatu catkowania, czyli gdy a = -b, a funkcja wagowa 6(x) jest parzysta, to catki
dla k nieparzystych w uktadzie (3.3) czy (3.4) zerujg si¢:

Z:lzo Ml‘ll‘k =0.

Z réwnan tych wynika, ze gdy wezlty potozone sg symetrycznie wzgledem $rodka
przedziatu catkowania, to i mnozniki M; musza by¢ symetryczne, tzn. dla rzednych
polozonych w tej samej odlegtosci od srodka przedzialu mnozniki sg takie same.

Z uktadu (3.3) czy (3.4) wynika ponadto, ze tylko w przypadku, gdy 6(x) = 1 moz-
na stosowa¢ catkowanie ztozone. W przeciwnym przypadku prawe strony w uktadzie
(3.4) zmieniaja si¢ od przedziatu do przedzialu, tym samym w kazdym podprzedziale
trzeba byloby stosowa¢ inne mnozniki M, co nie ma sensu, zwltaszcza w obliczeniach
rgcznych. Tak wiec praktycznie jedynym sposobem zwickszenia dokladno$ci wzoru
(1.3) jest stosowanie wzoréw o wysokich rzgdach doktadnosci. W przypadku stosowa-
nia wzoru (1.2) do catkowania funkcji regularnych nalezy stosowa¢ catkowanie zto-
zone przy uzyciu wzoréw o niskich rzedach doktadno$ci. Wzory o wysokich rzedach
s ucigzliwe w zastosowaniach i mniej skuteczne, niz wzory o niskich rzedach.

Uktad (3.3) mozna jeszcze prosciej wyprowadzi¢. Mianowicie, jesli wzér (1.3) ma
by¢ doktadny dla funkcji g(x) bedacych wielomianami co najwyzej stopnia m, to musi
by¢ doktadny, gdy:

gy=1,01% .., 1"
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Podstawiajac za g(x) jednomiany I*,dlak=0,1, ..., m we wzorze (1.3), otrzymamy
natychmiast uktad (3.3) czy (3.4). By otrzyma¢ wzér na btad catkowania numeryczne-
go, w miejsce funkcji g(x) nalezy podstawi¢ reszte¢ wzoru Taylora.

PRZYKEAD 4. Wyprowadzi¢ wzor na catkowanie numeryczne w postaci:

1

[ B9 =0, g+ M, 50+ 1,500
S Nl-x

oraz okresli¢ rzgd dokladnosci wzoru m i btad A.

Rozwigzanie. Funkcja wagowa 8(x) = (1-x%) Y2 Przyjmujac biegun xo w poczat-

ku uktadu, zmienna / = x. Stad momenty funkcji wagowej wynosza:

1 1
dx _ xdx  _ _ x’dx T
—=m 5= =0 1= =2
% ’

1
]O:I 2 2
IRV I-x A 1=x

(calki te s3 elementarne, jesli zastosowaé podstawienie x = cos6). Funkcja wagowa 0(x)
jest symetryczna wzgledem $rodka przedziatu catkowania, podobnie rzgdne potozone sa
symetrycznie, co powoduje, ze mnozniki muszg mie¢ takze przebieg symetryczny. Dlatego
wystarczy wzig¢ dwa réwnania w uktadzie (3.4) dla £ = 0, 2, z uwagi na dwie niewiadome
M, 0= M. 2 iM 1:

Mo+M+My=T1

Mo+ M,=12.

Stad: Mo =M, =14, My =102,
1

Zatem: I gx) dx="(g_ +2g,+g,).
’ 1=x2 4

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, dla jakich wielomianéw wzor jest doktadny, musimy
sprawdzi¢, ile réwnan w uktadzie (3.4) spetniaja wezty i mnozniki. Réwnanie dla k = 3
jest automatycznie spetnione ze wzgledu na symetri¢. Musimy wigc sprawdzi¢, czy jest
spetnione réwnanie dla k = 4:

MO +M2¢ J4.

Roéwnanie to jest w oczywisty sposob niespetnione, bez koniecznosci obliczania czwartego
momentu funkcji wagowej Js. Tak wigc wzér ma doktadnos¢ rzgdu m = 3, czyli jest do-
ktadny dla wielomianéw stopnia co najwyzej 3. Znajomo$¢ J4 potrzebna jest do wyzna-
czenia btedu metody A. Wielko$¢ ta dana jest wzorem:

J4=j x'dx :j[‘cos“GdG:%T[

1\/1_952 0
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(oblicza si¢ ja, korzystajac dwukrotnie ze wzoru na 00529). Btad okresla wzér (3.6):
- Ny = — “
A=L(-t)mgm=-L1gm).

PRZYKEAD 5. Wyprowadzi¢ wzor na catkowanie numeryczne w postaci:

[egtdr=n, gx)+M, g(x)

oraz dobra¢ polozenie rz¢dnych w taki sposéb, by rzad doktadno$ci wzoru m byt mozliwie
wysoki. Okresli¢ blad A dla tego przypadku.

Rozwigzanie. Momenty funkcji wagowej wynosza J; = k! (patrz calki specjalne
w § 29). Stad Jo = 1, J; = 1. Do wyznaczenia mnoznikéw My i M; musimy wzigé dwa
rownania w uktadzie (3.4)dla k=01 1

Mo +M1 = 1,
xoMo + X]_Ml =1

Stad: Mo = (x1—1)/(x1—xo),
M = (1~x0)/(x1—Xo).

Widzimy, ze mnozniki zaleza od potozenia rz¢dnych, co powinno by¢ oczywiste. Poloze-
nie rz¢dnych mozemy tak dobraé, by rzad doktadno$ci wzoru byt jak najwyzszy, czyli by
spelnione byly dwa nastgpne réwnania z uktadu (3.4) dla k=21 3:

x02M0 + X12M1 = 2, (37)
XQ3M0 + X13M1 =6.

Jest to nieliniowy uktad z dwiema niewiadomymi, ktdry jest nietatwy do $cistego rozwigza-
nia. Mozna go rozwiaza¢ numerycznie, korzystajac z Solvera w Excelu w zakladce Narze-
dzia. Rozwigzanie jest natychmiastowe. Otrzymamy:

Xxo=0,585786437627, x1 = 3,414213562373,
M, =0,853553 390593, M, = 0,146 446 609 407.

Rzad doktadno$ci otrzymanego wzoru m = 3. Réwnanie dla k = 4 jest nast¢pujace:
xoMo+x{'My=20#41 =24,

Btad okresla wzér (3.6):
A=1(24-20)g¥ ) =Leg™ ).

Sprébujmy jednak rozwigza¢ uktad (3.7) analitycznie Podstawiajgc do niego wartosci
mnoznikéw, otrzymamy jawny uklad na potozenie weztéw:

20
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xoz(xl—l) + Xlz(l_xo) = 2(a—xo),
X0 (x1— 1) + x°(1=x0) = 6(x1—Xo).

Uktad ten nozna nieco uprosci¢, porzadkujac wzgledem czynnikéw (1-xp) i (1-x;) w obu
réwnaniach. Otrzymamy dwa réwnania rozprzg¢zone, ktére musza réwnac si¢ pewnej stalej:

2 _ 2 _
K2 X% "2

6
1-x, 1-x

3 3
X, =6 _x/ -6 _
_ = =C
1-x 1-x ’
0 1

Mozna sprawdzi¢, ze stata c, = -4, a stala c3 = —14. Pierwsze z tych réwnan przyjmuje postac:
(*=2)/(1-x) = -4,

co prowadzi do réwnania x°—4x+2 = 0. Ma ono dwa pierwiastki:
Xo1=2F V2.

Stad, mnozniki wynosza:

MO,l =lht \/%3

Wielkodci te s identyczne z otrzymanymi wczesniej na drodze numerycznej. Ciekawe, ze
drugie z réwnan ze stala c; nie odgrywa tu roli. Jak zobaczymy pdzniej, pierwsze réwnanie ze
stata ¢, jest wielomianem Laguerre'a Ly(x) = x*—4x+ 2.

Zadania

1. Udowodnié, ze rozwiazanie uktadu (3.4) nie zalezy od przyjetego bieguna xo.
Dowéd logiczny. Zauwazmy, ze rozwigzanie uktadu (3.4) nie zalezy od
funkcji g(x). Funkcja ta moze by¢ zatem dowolna funkcja regularng, jak np. wielomia-
nem, w szczegdlnosci — szeregiem Taylora z dowolnie wybranym biegunem x,. Funk-
cja g(x) wptywa jedynie na btad calkowania A.
Dowdéd formalny. Wezmy dowolne réwnanie o numerze k z uktadu (3.4):

b
My +MIf +. +M 1} =], =[1"8(x)dx
gdzie [ = x — xo. R6zniczkujac je wzgledem xo, otrzymamy:
b
Mok(=D1;7" +M k(=D + .+ M k(=D = [k(=1)1"B(x)dx -

Dzielac przez stala —k, otrzymamy réwnanie o numerze k — 1 w uktadzie (3.4):
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1'0(x)dx .

n-n

M7 +M T+ M =T =

R —,

Otrzymamy wi¢c uklad identyczny, jak przed rézniczkowaniem, co oznacza, ze uktad
ten nie zalezy od bieguna x.

. Wyprowadzi¢ wzdr na numeryczne obliczanie calki:

IXOZ y(x)dx = h(Hoyo + Hiy1 + Hzy2)

w oparciu o kwadratowy tréjmian interpolacyjny Lagrange'a Ly(x), dany wzorem (2.3).
Rozwigzanie. Mamy wigc obliczy¢ nastepujacg catke:

]3{ (x=x)(x—x,) + (x=x)(x—x,) + (x—xo)(x—xl)) yz}dx.

(x, —x)(xy —X,) 0 (x, = x)(x; —x,) ! (x, =x)(x, = x,

Xo

Zastosujemy podstawienie [ = x — xq, gdzie / oznacza odleglos¢ punktu od x,. Zatem x; —
Xo = l1, X — xo = h jest dlugoscia przedziatu catkowania. Punkt x; nie musi leze¢ we-
wnatrz przedziatu catkowania, moze leze¢ tez na zewnatrz, wazne jest, by punkty byly
rozdzielne. Podstawiajac [ = x — xq, otrzymamy:

h
(=tpa-hy  da=h =) |
j[ Ly - h(zz—zl)yz}

0

h _ _ h _ h _

) (=1)UA-h) dl+le. I(I-h) dl+y2J- -1 dl.
0 Lh oLy =h) o hly=1)

Calki przy rzednych okreslaja poszukiwane mnozniki. Mianowniki funkcji podcatko-

wych sg state, wystarczy catkowac liczniki, co jest elementarne. Otrzymamy:

, —1p 4L .y —ip? .y L
0 1,h "I, -h) 77 k1, -1)
ST LN VSN St 1

A A

Y-

Wyrazenia utamkowe stojace przy rz¢dnych sg poszukiwanymi mnoznikami M;. Wy-
ciggajac Y5h przed utamki, otrzymamy wyrazenie na catke:

—h+3l h’ 2h-3l1
th——Ly, ++ +Lh Ly,.
6 I Yo ™% ll(h_ll)yl T, Y2

Wyciagajac h przed nawias oraz wprowadzajac bezwymiarowe potozenie rzgdnej y;
w przedziale R = [;/h, otrzymamy ostatecznie:

-1+3R 1 2-3R }
h + .

+
6R " 6R(1—R)y' 6(1—R)y2
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_+ —
_CI3R ] o = 23R

Zatem: H = -
"TT6R U 6RUI-R) r6(1-R)Y

przy czym R nie moze by¢ réwne 0 ani 1.

. Wyprowadzi¢ wzér na catkowanie numeryczne w postaci:

[eretar=m, g +M, )+ M, 22

oraz okre$li¢ rzad doktadno$ci wzoru m i btad A.

Rozwiagzanie. Przyjmujemy biegun xo w poczatku uktadu, zmienna / = x. Mo-
menty funkcji wagowej wynosza J; = k! (patrz catki specjalne w § 29). Stad Jo =1,
J1 =1, J, = 2. Do wyznaczenia mnoznikéw My, M; i M, musimy wzig¢ trzy rdwnania
w uktadzie (3.4)dla k=0, 11 2

M0+M1+M2=1,

M +2M5,=1,
Mi+4M,=2.

Stad: Mo=Mz="2, M, =0.
1

Zatem: J.ei"g(x)d)(:%(go +g2)’

-1

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, jaki jest rzad doktadnosci, musimy sprawdzic, czy jest
spetnione réwnanie dla k = 3:

M1+8M2¢J3:6.

Réwnanie jest niespetnione, wzdr ma wiec rzad doktadnosci m = 2. Btad okresla wzor (3.6):

A=1(6-4)gVm)=LgV(n)-

. Wyprowadzi¢ wzdr na obliczanie catki:

h n
C,= _[0 x ydx =Mogo + M g1+ M>g>

oraz okresli¢ rzad doktadnosci otrzymanego wzoru; yg, ¥ 1 ¥, s3 to rzedne funkcji y na
poczatku, w $rodku i na koficu przedziatu catkowania.

Rozwigzanie. Zzadania wynika, ze funkcja wagowa musi by¢ 8(x) = x". Mnoz-
niki wyznacza uktad (3.4), w ktérym momenty funkcji wagowej J; s nastepujace:

h n n
Jo= [, A o= 1 ke 1),

Uklad réwnan przyjmie wigc postaé:
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Mo+ M+ M,=h""/(n+1),
VohM, + hM, = h"*/(n+2),
(Vah)’My + W*M, = h""(n+3).

Upraszczajac go, otrzymamy:

Mo+ M+ My=h"""(n+1),
VM + M, =h" ' (n+2),
VM, + M, =h" ' (n+3).

Widzimy, ze mnozniki sg proporcjonalne do i"* ! Rozwiazujac uktad, otrzymamy:
Mo=h"""[1U(n+ 1) =3/(n+2) +2/(n + 3)]
=h""'A =)+ D +2)(n +3),

My =40"" [ +2) = Un +3)] = 40" (n + 2)(n + 3),
Mo=h"""[2/(n+3) = Un+2)]1=h""'(n + DI(n + 2)(n + 3).

Zatem catka wyrazi si¢ wzorem:

C, = JZ xX'ydx

! {1—;1

T (n+2)(n+3) 1+ny°+4y‘+(”+1)y2]

C; jest momentem statycznym, a C, — momentem bezwladnosci pola wzgledem poczatku
uktadu.
Roéwnanie dla k = 3 w uktadzie (3.4) ma postac:

VeMy+ My = h"(n+4)
(n+ 1,5)/(n+2)(n +3) £ U(n+4).

Nie jest ono spelnione. Zatem rzad doktadnosci wzoru na C, wynosi m =2, bez
wzgledu na rzagd momentu .

§4. Wzory najwyzszej dokladnosci

Gdy odciete /; sa wiadome, uktad (3.3) czy (3.4) jest uktadem liniowym ze wzgledu na
mnozniki M;, tatwym do rozwigzania w zapisie macierzowym. Przy zastosowaniu n
rzgdnych do obliczen, mamy n réwnan na n mnoznikéw M;, gdzie i =1, 2, ..., n. Rzad
doktadnosci takiego wzoru m = n, gdy wezty obrane s3 w sposéb dowolny. Gdy wezty
sg symetryczne wzgledem $rodka przedziatu catkowania, m = n + 1, w zaleznosci od po-
lozenia weztéw, lecz nie wigcej niz 2n - 1.

W § 2 wezty numerowali$my od i = 0 do n. Liczba rzednych réwna si¢ wtedy n + 1.
Takie numerowanie ma pewne uzasadnienie w metodach réwnokrokowych, gdy przedziat
calkowania pokrywa si¢ ze skrajnymi weztami. W innych przypadkach, zwtaszcza
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gdy wezty leza wewnatrz przedzialu catkowania, wygodniej jest numerowac je od 1 do
n, jak w przypadku wzoréw Czebyszewa czy Gaussa-Legendre'a.

W przypadku, gdy odciete /; s3 niewiadome, uktad (3.3) czy (3.4) jest nieliniowy, tym
samym trudny do rozwigzania. Rozwigzanie mozna znacznie upro$ci¢ pewnym chwy-
tem, znajdujac najpierw potozenie weztéw /;, niezaleznie od uktadu réwnan. Maksymal-
nie dla n rzednych liczba réwnan w uktadzie (3.3) wynosi 2n, tym samym rzad doktad-
nosci wzoru (1.3) wynosi m = 2n - 1. Jesli we wzorze (1.3) podstawimy g(x) = *w, (D),
gdzie k < n, a w,(I) jest wielomianem stopnia n zmiennej / = x — x,, to k-te rOwnanie
w uktadzie (3.3) przyjmie postac:

n b
> Mifw, (1) = [8() I w,(Ddx, k=1,
i=0 u

ktére jest spetnione doktadnie, bo stopiefn wielomianu [“w,() nie przekracza 2n - 1.
Jesli w,(I) = G,(I) jest wielomianem ortogonalnym wzgledem funkcji wagowej 0(x), to
catka w powyzszym wzorze, na mocy ortogonalnosci, jest tozsamos$ciowo rowna zeru
dla dowolnego k < n. Aby lewa strona byta takze tozsamo$ciowo réwna zero,

G.(l) =0, i=1,2,...,n,

czyli /; musza by¢ pierwiastkami odpowiedniego wielomianu ortogonalnego. Przez
wielomian ortogonalny rozumie si¢ taki wielomian, ktdry spetnia ponizsza wtasno$¢:

b
J-G(x)kan(x)dx:O, k=12,...,n-1,

Wielomiany ortogonalne G,(x) maja n rzeczywistych pierwiastkéw w przedziale orto-
gonalnosci {a, b). Znalezienie wielomianéw ortogonalnych dla danej funkcji wagowe;j
1 danego przedziatlu catkowania jest zadaniem trudnym, na tyle trudnym, Ze takie wielo-
miany znane sg dla niewielu przypadkéw. Oto najwazniejsze z nich:

* wielomiany Legendre'a P,(x) w przedziale (-1, 1), z funkcja wagowg 6 = 1, sto-
sowane do catkowania funkcji regularnych metoda Gaussa-Legendre'a,

* wielomiany Czebyszewa I rodzaju 7,(x) w przedziale (-1, 1), z funkcja wagowa
8 = 1/(1 - x°)"2, stosowane do catkowania metodg Gaussa-Czebyszewa,

* wielomiany Czebyszewa Il rodzaju U,(x) w przedziale (-1, 1), z funkcja wago-
wa0=(1- x))Y2, stosowane do catkowania metoda Gaussa-Czebyszewa,

* wielomiany Laguerre'a L,(x) w przedziale (0, »), z funkcja wagowa 6 = e, sto-
sowane do catkowania metodg Gaussa-Laguerre'a,

 wielomiany Hermite'a H,(x) w przedziale (oo, +w), z funkcja wagowa 0 = e ™2,
stosowane do catkowania metoda Gaussa-Hermite'a.

Znajac potozenie wezidw, wyznaczenie mnoznikéw M; nie przedstawia juz zadnych
trudnos$ci. Tak wyznaczone wzory nazywaja si¢ wzorami Gaussa. Sci$le rzecz bio-
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rac, gdy wystepuje funkcja wagowa 0(x), biegun xo musi by¢ w poczatku uktadu, stad
[ = x, tym samym szereg Taylora redukuje si¢ do szeregu Maclaurina.

Jesli we wzorze (1.3) za g(x) wstawimy p,(x) lub p*(x), gdzie p,(x) jest wielomia-
nem Lagrange'a stopnia n — 1, danym wzorem (2.2), to uwzgledniajac, ze pi(x;) = d,
otrzymamy:

M; = IG(X)P;(x)dx = J.G(X)P;Z(X)dx i=12,....n, &b

czyli, ze wszystkie mnozniki M; sa dodatnie, gdy funkcja wagowa jest dodatnio okre-
Slona, zas wezly sg pierwiastkami odpowiedniego wielomianu ortogonalnego.

Btad wzoréw Gaussa podobnie daje si¢ wyrazi¢ analitycznie. Uwzgledniajac, ze
rzad doktadnos$ci tych wzoréw m = 2n—1 oraz ze mnozniki maja przebieg symetryczny
wzgledem $rodka przedziatu, wzér (3.6) na blad A przybierze postac:

an)(n) 2n 2n
= o jl 0(x)dx — ZO:MI

gdzie n O (a, b). Z uwagi na ortogonalno$¢, w miejsce /" mozemy wstawié¢ kwadrat
wielomianu s(x), gdyz ma ten sam jednomian wiodacy. Poniewaz s(x) = G,(x)/a,, stad:

_8™M) [ g 42)
et j B(x)G? (x) dx,

gdzie a, jest wspotczynnikiem wiodagcym wielomianu G,(x), czyli wspéiczynnikiem
stojacym przy najwyzszej potedze x, a suma znika, gdyz G, (x;) = 0.

Widzimy, ze wielomiany ortogonalne maja podstawowe znaczenia dla catkowania
funkcji z waga — wyznaczajg bowiem polozenie weziéw, mnozniki M; oraz btagd metody
A w formie analitycznej.

Jesli przyjmiemy rzedne do catkowania w miejscach zerowych wielomianéw orto-
gonalnych uzyskamy wzory o najwyzszych rzedach doktadno$ci. Gdy nie znamy wie-
lomianéw ortogonalnych dla danej funkcji wagowej 6(x), musimy narzuci¢ polozenie
rzednych, a mnozniki wyznaczy¢ z uktadu (3.4) lub (5.3). Rzad doktadnosci wzoru
w takim przypadku dany jest wzorem (6.2).

Moéwi sie, ze wzory Gaussa s3 wzorami o najwyzszej doktadnosci, co nie zawsze
jest prawda. Wysoki rzad dokladnosci moze powodowaé, ze w wielu przypadkach,
gdy funkcja nie jest wielomianem, btad metody A moze by¢ wyzszy, niz w przypadku
wzoréw o nizszych rzedach doktadnosci.

W przypadku weztéw, ktére sg miejscami zerowymi odpowiednich wielomianéw orto-
gonalnych, mnozniki rzednych M; mozna okre$li¢ analitycznie, z ominigciem uktadu
réwnan (3.3) czy (3.4). Punktem wyjscia jest wzor (2.4), w ktérym wielomian Lagrange'a
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wyraza si¢ w postaci (2.10). Tak wiec:

b
— [)_‘!-G(x)(x x!)dx i=1,2,...n. 4.3)

gdzie s(x) jest iloczynem kolejnych jednomianéw (x — x;) od i =1 do n. Jest to wielo-
mian stopnia n w rozktadzie na czynniki pierwsze. Scatkowanie tego wzoru jest moz-
liwe jedynie w przypadku, gdy s(x) jest wielomianem ortogonalnym, odpowiadajacym
funkcji wagowej 8(x). Zadanie jest jednak wyzywajace, bardzo trudne.

Jesli wezty pokrywaja si¢ z pierwiastkami wielomianu ortogonalnego G,(x), to
G,(x) = a,s(x), gdzie a, jest wspolczynnikiem wiodagcym przy najwyzszej potedze wielo-
mianu. Zatem s(x) = G,(x)/a,. Podstawiajac t¢ zalezno$¢ do réwnania (4.3), otrzymamy:

G, (x)

M. =

L 44
' G(x x.) )

je( )~ i=1,2,...,n

)

W funkcji podcatkowej dokonajmy oczywistego rozszerzenia utamka 1/(x — x;):

! :1‘(2)k+(xjk 1

X ’
Pierwszy ulamek dzieli si¢ przez (x — x;). W wyniku otrzymamy wielomian stopnia k — 1.
Jesli k < n, to wielomian ten, na zasadzie ortogonalno$ci, nie wnosi niczego do catki
na mnoznik M;. Podstawmy zatem drugi utamek do catki. Otrzymamy zadziwiajacy
wynik, ktéry wydaje si¢ wrecz niewiarygodny:

je()G(i)) je()XGix)

Pamigtajac o rozktadzie odwrotnosci 1/(x - x;), za x* mozemy podstawi¢ dowolny wie-
lomian, byle jego stopien nie przekroczyl n. W szczegdlnosci mozemy przyjac wielo-
mian ortogonalny G,-;(x). Otrzymamy ré6wnos¢:

i

G, (x)

Xe )je<x>G 20 2 gy

Poniewaz G, (x)/(x — x;) jest wielomianem stopnia n — 1, stad:

je<>

Gn ()C) =a n 1

)‘l

+reszta,
X=X

gdzie reszta jest wielomianem stopnia n — 2. Reszta jest wigc ortogonalna do G,-1(x),
dlatego nie wnosi niczego w powyzszej calce. Stad:
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G, (x)

j 80x)~ j 0(x)G,, (x) x""dx .

nl( )

Nastepnie mozemy napisa¢ oczywista tozsamosc:

xn—l - [xn—l _ Gn—l (X)J + Gn—l ('x) )

a a

n-1 n-1

Wyrazenie w nawiasie jest wielomianem stopnia n — 2, ktdry jest ortogonalny do
G,-1(x), dlatego nie wnosi niczego w powyzszej calce. Stad:

G, .
O(x ) 8(x) G, (x)dx .
J- x n 1~ n- 1( ) J. B
Podstawiajac te catke do wzoru (4.4), otrzymamy ostatecznie wzoér na mnozniki M;:
a 1 [
M, = [on G (ax,  i=12...n- (4.5)

l an—l Gf;(xi)Gn—l(xi) a

Wyrazajg si¢ one prostym wzorem z pomocg wielomianéw ortogonalnych G,-1(x) 1 G},(x)
w punkcie x = x;. Catka we wzorze (4.5) jest stalg, zalezng od wielomianu ortogonalnego.
Wymiar mnoznikéw M; jest taki, jak osi x.

§ 5.  Calkowanie funkcji regularnych

Do catkowania funkcji regularnych stuzy wzor (1.2), przy czym prawie zawsze stosuje
si¢ catkowanie ztozone. Jak wynika z niego, warto$¢ catki oznaczonej w obrebie jedne-
go podprzedziatu oblicza si¢ numerycznie, sumujac n + 1 rzednych wzigtych z podprze-
dziatu catkowania (cz¢$¢ rzgdnych moze by¢ poza podprzedziatem), mnozonych przez
odpowiednie wspétczynniki wagowe.

Wiemy, ze biegun x, mozna przyja¢ w dowolnym miejscu, np. na poczatku, w §rod-
ku lub na koncu przedziatu, nie ma to wptywu na rozwiazanie uktadu (3.3). Ktadac
8(x) = 11 przyjmujac biegun xo = Y2(a + b) w srodku danego podprzedziatu o dtugosci
h = b - a oraz stosujac podstawienie / = x — xo, uktad (3.3) przyjmie postac:

n ni2
Y mif= [, k=0,1,2,...m
i=0

—h/2

Wykonujac catkowanie, otrzymamy:

0 k=13,5,...

M1 = 1 , G.D
Z(): " ﬁ(%) k=0,2,4,...
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gdzie /; mierzone jest od srodka danego podprzedziatu. Rzad doktadnosci m = max k pa-
rzystemu w uktadzie (5.1), dla ktérego réwnanie jest spelnione. Réwnanie dla k = 0 ma
postac:

Zi M, i= h,

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich weztach, od i = 0 do n. Z rdwnania tego
wynika, ze suma mnoznikéw réwna si¢ dtugosci danego podprzedziatu catkowania.
Tak wigc, aby otrzymaé bezwymiarowe mnozniki, oznaczone przez H;, mnozniki M;
nalezy odnie$¢ do dlugosci & danego podprzedziatu catkowania.

Z uktadu (5.1) wynika, ze réwnania dla k nieparzystych sa automatycznie spetnio-
ne, jesli wezty i mnozniki maja przebieg symetryczny, tzn. jesli mnozniki sa takie sa-
me dla rzgdnych potozonych w jednakowej odlegtosci od $rodka danego podprzedziatu
catkowania. Tak wigc bez rozwigzywania uktadu (5.1) wiadomo, ze gdy -I; = [, to
M;=M,_;. Zachodzi tez twierdzenie odwrotne, jesli M; =M,_;, to —I; = [,_;. Wlasnosé
ta bardzo ulatwia rozwigzywanie uktadu (5.1). Jesli wezly nie leza symetrycznie
wzgledem $rodka podprzedziatu, to i mnozniki nie moga mie¢ przebiegu symetryczne-
go, a rzad dokladnodci takich wzoréw nigdy nie bedzie mégt by¢ wiekszy niz n.

Wprowadzajac bezwymiarowe wielkosci:

H,':Ml‘/h, ti:li/%ha

gdzie bezwymiarowe odcigte weztéw t; otrzymuje si¢, odnoszac wymiarowe odcigte /;
do promienia przedziatu ¥2h, uktad (5.1) przyjmie postac:

0 k=13,5,...

S Hi = . (5.2)
e SR s k=0,2,4,...
i=0 k+1 9 Ly Ty

Jawna posta¢ ukladu (5.1) jest nastepujaca:

H,+H +..+H =1
Hyt,+H¢t +...+Ht =0

Hyty +Htl +...+H 1} =1 (53)
Hyt,+Ht' +..+H 1t =0 '

1
Hytf +Hitf +...+ H 1t =31
0 k nieparzyste

k parzyste

Pierwsze rownanie w uktadzie (5.2) czy (5.3) dla k = 0 ma posta¢ Z;H; = 1. Widzimy,
ze suma bezwymiarowych mnoznikéw réwna si¢ 1.
Rozwigzanie uktadu (5.3) upraszcza si¢, gdy wezty sg symetryczne wzgledem Srodka
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podprzedziatu, bowiem mnozniki maja wéwczas przebieg symetryczny, niewiadomych
w uktadzie (5.3) jest wowczas o polowe mnie;.
Wzér (3.6) na btad metody A przyjmie postac:

A=(n/2)"" 2 [ 1 —iH,.t;’”'}f('"”)(ﬂ)’ (5.4)

(m+D!Lm+2 3
gdzie n O {(a, b). Wyrazenie w nawiasie kwadratowym przedstawia r6znic¢ pomi¢dzy
prawa i lewg strong rownania dla k = m + 1 w uktadzie (5.3), tj. pierwszego réwnania
niespelnionego przez mnozniki H;.
Czasami wygodnie jest przyjac¢ biegun x, = a w poczatku podprzedziatu catkowa-
nia. Stosujgc podstawienie / = x — x,, uklad (3.3) przyjmie postac:

n h
> M=l k=0,1,2,....m.
i=0 0

Wykonujac catkowanie, otrzymamy:

N k—_1 pkn —

;M,.l,. —h k=0,1,2,...,n, (5.5)
gdzie [; mierzone jest od dolnej granicy catkowania. Rzad doktadnosci m = max k parzy-
stemu w uktadzie (5.1), dla ktérego réwnanie jest spetnione.

Dzielac poszczegdlne réwnania w uktadzie (5.5) przez h***, przyjmie on postaé:

Y Hp =1, k=0,1,2,....n, (5.6)
i=0 ke+1
gdzie H; = M;/h oraz t; = [;/h to bezwymiarowe mnozniki i odciete rzednych.
Jawna posta¢ uktadu (5.6) jest nastepujaca:

Hy+H +..+H =1
Hyt,+Ht, +..+H, 1, =

n

Hyto +H it +...+H ) =

n

Hyt, +Ht) +..+H 1 =

n

5.7

Bl= o N

k k k-1
Hoty + Hyty ...+ H 1, =——
Uktad (5.6) czy (5.7) ma te same wlasnosci, co uktad (5.2) czy (5.3).
Btad metody A wyraza si¢ wzorem (5.4), gdzie wyrazenie w nawiasie kwadrato-
wym przedstawia réznic¢ pomiedzy prawg i lewg strong réwnania dla k = m + 1 w ukla-
dzie (5.7), tj. pierwszego réwnania niespetnionego przez mnozniki H..
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Uktad (5.3) czy (5.7) oraz wz6r (5.4) na btad catkowania okreslaja wszystkie metody
numerycznego obliczania calek oznaczonych funkcji regularnych. W praktyce szero-
kie zastosowanie znalazty trzy grupy metod catkowania numerycznego: tj. metody:

* Newtona-Cotesa,

* Czebyszewa,

* Gaussa.
We wzorach Newtona-Cotesa odcigte x; przyjmuje si¢ jako zadane w taki sposéb, aby
odstepy miedzy rzednymi byly jednakowe. Sg wiec one dedykowane dla funkcji stabli-
cowanych. Z uktadu (5.3) czy (5.7) wyznacza si¢ tylko mnozniki. We wzorach Czeby-
szewa dobiera si¢ takie polozenie weztéw, aby mnozniki M; mialy jednakowe wartosci.
Natomiast we wzorach Gaussa wszystkie wezty i mnozniki wyznacza si¢ z ukladu (5.3),
przez co osiaga si¢ najwyzszy mozliwy rzad doktadnosci m wzoréw w odniesieniu do
innych metod, przy tej samej liczbie rzednych wzigtych do obliczen.

W kategoriach bezwymiarowych mnoznikéw, wzér (1.2) na catkowanie funkc;ji re-

gularnych przyjmuje postac:

b n
[yodx=hY H,y,+5. (5.8)
u i=0

Poniewaz 2;H; = 1, wzOr ten ma prostg interpretacj¢ geometryczng — catka oznaczo-
na roéwna si¢ iloczynowi dlugosci przedzialu catkowania i §redniej wazonej rzgdnych.

PRZYKEAD 6. Wyprowadzi¢ wzér na numeryczna obliczanie catki w postaci:

b
Ia y(@)dx = h(Hoyy + Hiyy, + Hoyy,)

za pomocg trzech rzgdnych znajdujacych si¢ wewnatrz przedziatu w odleglodci Yh, Y2h,
%h od dolnej granicy catkowania. Jaki jest rzad doktadno$ci wzoru?

Rozwigzanie. Odleglosci rzednych od $rodka przedziatu wynosza:
lo=-Yh, =0, I = Yah,

natomiast bezwymiarowe odcigte #; wynosza:
to= -V, =0, t, = .

Poniewaz rz¢dne potozone sg symetrycznie wzgledem $rodka przedziatu, to zachodzi syme-
tria mnoznikéw, zatem faktycznie trzeba wyznaczy¢ dwa mnozniki Hy = H, 1 H;. W tym
celu wystarczy wzig¢ dwa niejednorodne réwnania z uktadu (5.3) dla k=01 2:

Ho+H,+Hy=1,
VaHy +VaH, = .
Stqd: H0:2/3, Hl:_l/s, H2=2/3.
b
Zatem: ,fa y(x)dx = h(%yy, — Vayy, + %yy,).
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Ze wzgledu na symetri¢ jest jeszcze spetnione réwnanie dla k = 3 w ukladzie (5.3), wigc m
= 3. Zatem wyprowadzony wzor ma doktadnos¢ rzedu 3, czyli jest doktadny dla wielomia-
néw co najwyzej stopnia 3. Pierwszym niespetnionym réwnaniem w ukladzie (5.3) jest
réwnanie dla k = 4:

he% + e = o # s
y 1 _7
Ts = T2 = Teo.

Btad okresla wzér (5.4):

A=(w2) Ty m=n Ty m),

gdzie n jest nieznanym punktem, niekoniecznie lezacym w obrgbie przedziatu catkowa-
nia z powodu ujemnego mnoznika, co utrudnia oszacowanie bledu. Niemniej wzor zawiera
cenng informacj¢ — pokazuje, jak skuteczne jest calkowanie ztozone. Gdyby$my na przyktad
zmniejszyli przedzial catkowania dwukrotnie, btad catkowania zlozonego zmalatby 2* =
16-krotnie.

§ 6. Wzory Newtona-Cotesa

Wzory te stuza do catkowania ztozonego funkcji, przy czym w obrgbie jednego pod-
przedzialu catkowanie odbywa si¢ za pomocg rzgdnych potozonych w réwnych od-
stepach, z ktérych pierwsza i ostatnia leza na krancach podprzedziatu. Jak wynika z tego
okreslenia, najmniejsza liczba rzednych we wzorach Newtona-Cotesa moze wynosi¢ 2.
Wzory te sa szczeg6lnie przydatne do catkowania funkcji zadanych tabelarycznie.

Obierajac n + 1 rzednych w jednym podprzedziale, mamy: poczatkowa odcieta xo =
a, koncowa x, = b, pozostate rzedne rozmieszczone sg w rownych odstepach d, zwa-
nym krokiem catkowania, gdzie d = h/n, h = b — a jest dlugoscig podprzedziatu cat-
kowania. Widzimy, ze n oznacza takze liczbe czgéci, na ktére podzielony jest podprze-
dziat za pomocg réwno rozstawionych rzednych. Pozostate wezty interpolacji znajduja
si¢ w punktach:

X;=a+id, i=0,1,2, ..., 1.

W lokalnym uktadzie odniesienia /, mierzonym od $rodka przedziatu, dolna granica
catkowania a = -%2h. Pozostate wezly interpolacji znajduja sie¢ w punktach:

li=-Y%h +id, i=0,1,2,...,n.
Dzielac je przez promien przedziatu 4/2, otrzymamy bezwymiarowe odcicte weztow:
t;=-1+2i/n, i=0,1,2,...,n. (6.1)

Poniewaz odci¢te rzednych we wzorach Newtona-Cotesa sa zadane, to znalezienie
mnoznikéw H; odpowiadajacych tym wzorom za pomoca uktadu (5.3) nie przedstawia
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wigkszych trudnosci, gdyz jest to uklad liniowy ze wzgledu na mnozniki. Ponadto roz-
wigzanie utatwia fakt, ze mnozniki H; sa takie same dla rzednych potozonych w jed-
nakowej odlegtosci od $rodka podprzedziatu, tzn. H; = H, ;. Mnozniki H; zaleza wy-
facznie od liczby krokéw n.

Uwzgledniajac symetri¢ mnoznikéw, faktyczna liczba niewiadomych, a tym sa-
mym réwnan, zmniejsza si¢ o potowe — odpadaja bowiem réwnania jednorodne, pozo-
staja tylko réwnania niejednorodne dla parzystych k. Ponadto mozna tatwo zauwazyc¢,
ze w przypadku parzystego n, w uktadzie (5.3) spetnione jest takze réwnanie dla nie-
parzystego k = n + 1. Tak wiec rzad doktadnosci m wzoréw Newtona-Cotesa dany jest
wzorem:

_ {n n nieparzyste . (6.2)

n+l n parzyste

W tabeli 1 podane sa mnozniki H; dla poszczegélnych wzoréw Newtona-Cotesa,
okreslonych przez liczbe n, pochodzace z rozwiazania uktadu (5.3). Podany jest takze
rzad doktadnosci m i stata ¢ we wzorze na btad metody A:

A =chd™'f" (), (6.3)

gdzie n lezy w przedziale catkowania. Stalg te tatwo jest znalez¢ za pomoca wzoru
(5.4), podstawiajac za h = nd.

Tab. 1. Wspétczynniki H;, rzad doktadno$ci m oraz btad A wzoréw Newtona-Cotesa

n m Ho Hl H2 H3 H4 H5 Hs Stata ¢
1 1 1
111 3 7 1
1 4 1 1
213 3 3 3 “ T80
1 3 3 1 1
313 3 8 8 3 “%0
als| 2 |2 | 2 | 2|1 2
90 90 90 90 90 945
5 5 ﬁ 75 50 50 75 19 _ 55
288 288 288 288 288 288 12096
6| 7| AL 216 27 272 27 216 41 B
840 840 840 840 840 840 840 2 800
7 7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 1169
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 518400
8 9 989 5888 _ 928 10 496 4540 10 496 _ 928 _ 296
14175 14175 14175 14175 T 14175 14175 14175 4671775

Ze wzgledu na symetri¢ mnoznikéw, podana jest tylko czes¢ petnej tabeli. Mozna
pokazaé, ze wszystkie mnozniki H; sg liczbami wymiernymi, dodatnimi jedynie dla
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n < 71n =9 Pojawianie si¢ ujemnych mnoznikéw przy wysokich n niekorzystnie
wplywa na btad zaokraglen.

Blad catkowania zlozonego o jednakowej dlugosci podprzedziatéw réwna si¢ A =
phy, gdzie A; jest btedem w jednym podprzedziale, danym wzorem (6.3), zas p jest
liczba podprzedziatéw. Podstawiajac za ph = (b — a), btad wyrazi si¢ wzorem:

A=c(b-a)d™' "™ n), (6.4)

gdzie n O{a, b), a stala ¢ podana jest w tabeli 3.

Jak wida¢ z tabeli 1, stata ¢ we wzorze na blad A zachowuja si¢ ze wzrostem n bar-
dzo nieregularnie, przy czym nie ma tendencji do szybkiego zmniejszania si¢. Jest to zja-
wisko niekorzystnie odbijajace si¢ na doktadnosci wzoréw Newtona-Cotesa, gdyz po-
chodne wielu funkcji rosng nieograniczenie ze wzrostem rzedu pochodne;j i to szybciej
niz n". Z tego wzgledu nie jest wskazane stosowanie wzoréw Newtona-Cotesa dla n >
6 do catkowania funkcji niebedacych wielomianami.

PRZYKELAD 7. Obliczyé numerycznie catke [ (l) dx/(1 + x) za pomocg catkowania zlozonego
wzorem Simpsona, Il wzorem Simpsona oraz jednokrotnym wzorem Newtona-Cotesa dla
n =6 oraz oszacowac btad w ostatnim przypadku.

Rozwigzanie. Obliczenie przeprowadzimy tabelarycznie. W tabeli wpiszemy jedy-
nie liczniki mnoznikéw H;, wspélny mianownik N uwzglednimy pézniej, przy oblicza-
niu catki. Mamy:

b-a=1, d=0b-a)/6=Y%, x=a+id, i=0,1,...,6.

i X | ywi=A+x)" | H |Hyin=2)| H Hy(n=3)| H; | Hy (n=6)
0 0 1 1 1 1 1 41 | 41
1 1/6 6/7 4 2417 3 18/7 216 | 1296/7
2 1/3 3/4 2 3/2 3 9/4 27 | 814
3 1/2 2/3 4 8/3 2 4/3 272 | 544/3
4 2/3 3/5 2 6/5 3 9/5 27 | 815
5 5/6 6/11 4 24/11 3 18/11 216 1296/11
6 1 12 1 1/2 1 1/2 41 | 205
>= 12477056 | = 11,091126 | >= | 582244372

Dhugosci podprzedziatéw: i = ¥; — dla wzoru Simpsona (n = 2), h = ¥, — dla I wzoru
Simpsona (n = 3) oraz h =1 —dla wzoru o n = 6. Tak wiec stosujgc wzor (5.8) i pamig-
tajac o wspdlnym mianowniku, otrzymamy:

o /(L +x) = Y5 [12,477056/6 = 0,693170,
=15[11,091126/8 = 0,693195,
= 1[582,244372/840 = 0,693148,  n=6.

Dla poréwnania, warto$¢ doktadna catki to In2 = 0,693147... Ciekawe, ze btad II wzoru

34



35

Maciej Pawtowski

Simpsona (n = 3) jest ponad 2-krotnie wigkszy niz wzoru Simpsona (n = 2), co mozna udo-
wodni¢ teoretycznie (patrz zadanie 4). Mozna wigc przyjac to za regule. Do catkowania
numerycznego wzorami Newtona-Cotesa nie nalezy przyjmowac nieparzystej liczby rzed-
nych. Najdoktadniejszy wynik daje wzér o n = 6. Réznica jest na 6. miejscu po przecin-
ku. Btad wynosi zaledwie A = —0,000001.

Poréwnajmy ten btad z oszacowaniem, danym wzorem (6.3). Wzér dla » = 6 ma rzad
doktadnosci 7 (tabela 1). Funkcja podcatkowa f(x) = (1 +x)7%. Stad:

FO0) = (-1)(=2)...(-8)(1 +x)° = 81/(1 + x)°.

Osma pochodna funkcja f{x) w przedziale catkowania zawiera si¢ w przedziale (8!/2°, 8!).
Stosujac wzor (6.3), otrzymamy:

A = (-3/2800)[1[(1/6)*(81/2°, 8!) = (-~0,000025 72, —0,000 000 05).
Widzimy, ze rzeczywisty btad A = —0,000001 zawiera si¢ w przedziale btedu.

Dla poczatkowych n wzory Newtona-Cotesa maja odrebne nazwy. Dla:

n =1- wzdr trapezéw,

n =2 — wzor Simpsona,

n =3 - II wzér Simpsona,

n =4 — wzér Villarceau (Boole'a),

n =6 — wzér Hardy'ego.
Jak potwierdza praktyka, najlepsze rezultaty przy catkowaniu funkcji niebedacych wielo-
mianami osigga si¢, stosujac catkowanie ztozone za pomocg dwéch pierwszych wzoréw.
Warto przy tym wiedzie¢, ze Il wzér Simpsona jest mniej doktadny niz wzér Simpsona,
ktory jest najefektywniejszym wzorem sposrdd wszystkich wzoréw Newtona-Cotesa.

Zadania

1. Znalez¢ stalg ¢ we wzorze na btagd A dla wzoréw Newtona-Cotesa, dany wzorem (6.3).
Rozwigzanie. Podstawiajac we wzorze (5.4) h = nd, otrzymamy:

c= 2(]1/2)m+2 1 _ﬁ:H-t-mH .
m+D! |m+2 &0

2. Pokaza¢, ze wzor Simpsona jest doktadniejszy niz II wzér Simpsona.

Rozwiagzanie. Wystarczy w tym celu obliczy¢ blad catkowania tej samej funk-
cji w przedziale o tej samej dtugoséci h. Obydwa wzory majg ten sam rzad doktadnoS$ci
m = 3. Btad dla dowolnego wzoru Newtona-Cotesa wyraza si¢ wzorem (6.3). Dla wzo-
ru Simpsona przyjmuje postac:

B, = ~hgohd " f)() = ~Yeod’f (M) = ~Hoo(W/2)’f ().

Dla I wzoru Simpsona btad wynosi:
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By = ~Tgohd ' f)(n) = ~Fgod” () = ~ao(h/3)f ().

Biorgc stosunek obydwu bledéw oraz zakladajac, Zze punkt n w obu przypadkach jest
taki sam, otrzymamy:

DNs/Dy = V50257 100 = *Y = 4,444,

Widzimy, ze blad catkowania A; wedtug II wzoru Simpsona jest ponad czterokrotnie
wiekszy od bledu, jaki daje wzor Simpsona — wynik, ktérego nikt by si¢ nie spodziewat.
. Zbada¢ bledy calkowania dla wzoréw Newtona-Cotesadla n =41 5o0raz 61 7.
Rozwigzanie. Dlawzoru Newtona-Cotesa dla n = 4 btad dany jest wzorem:

Do =~Toashd () = ~Taasd (M) = ~Taus (h/4) f ().

Dla wzoru Newtona-Cotesa dla n = 5 btad wynosi:

As = _55/12096hd6f(6)(r]) = _275/12096d7f(6)(ﬂ) = _275/12096(h/5)7f(6)(ﬂ)-

Biorgc stosunek obydwu btedéw oraz zaktadajac, ze punkt n w obu przypadkach jest
taki sam, otrzymamy:

As/A, = 275/12096 m4/5)7 Iﬁ45/8 = 0,563.

Analogicznie:
A7/A5 = 1169/515;40'1677)9 ﬂBOO/a = 5,256

Jak wida¢, blad As jest mniejszy od btgdu Ay, stanowi 56%4A,, natomiast btad A jest pie-
ciokrotnie wigkszy od btedu Ag. Wyniki te potwierdzaja kapry$ne zachowanie si¢ biedu
wzoréw Newtona-Cotesa dla wyzszych rzedéw.

. Zbadac¢ btedy catkowania ztozonego dla wzoru Simpsona i I wzoru Simpsona.
Rozwigzanie. W zadaniach poprzednich dlugos¢ podprzedzialu / byta taka sa-
ma, co powodowato, ze krok catkowania d dla obu metod byt r6zny. W przypadku cat-
kowania zlozonego dtugo$¢ przedziatu catkowania b — a i krok catkowania d muszg
by¢ takie same (aby tak byto, liczba krokéw musi by¢ wspdlng wielokrotnoscia 2 i 3).
Ponadto wzér Simpsona i II wzér Simpsona majg ten sam rzad doktadnosci. Biorgc
stosunek obydwu btedéw, okreslony wzorem (6.4) oraz zakladajac, ze punkt n w obu
przypadkach jest taki sam, otrzymamy:

D3/A\; = cyfc, = 180/80 = 2V4 = 2,25,

gdzie state ¢ podane sa w tabeli 1. Widzimy, ze btad catkowania ztozonego wg Il wzoru
Simpsona jest ponad dwukrotnie wigkszy od btedu catkowania wg metody Simpsona.
Oznacza to, ze Il wzoru Simpsona nie nalezy stosowaé do catkowania numerycznego.

. Zbada¢ bledy catkowania ztozonego dla wzoréw Newtona-Cotesadlan =4i5o0raz 61 7.
Rozwigzanie. Z zadania 4 wynika, Ze stosunek bledéw catkowania ztozonego
wzorami o tych samych rzadach doktadnosci wyraza si¢ wzorami:
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As/A4 = C5/C4 = 275/12096 lﬂ45/8 = 2,69
Analogicznie:
A7/A5 = 1169/51840 ﬁSOO/S = 21,05

Widzimy, ze do catlkowania numerycznego nie nalezy uzywaé wzoréw Newtona-
Cotesa o nieparzystej liczbie krokow, zwlaszcza wyzszych rzedéw, bo maja duzo gor-
sza doktadno$¢, niz wzory o parzystej liczbie krokéw.

§7. Wzor trapezow

Calkowanie funkcji w obrebie jednego podprzedziatu dla n = 1 wyglada nastepujaco:

b
[yodv=n{Ly,+1y)+a, (7.1)

gdzie y, 1 y; sg wartosciami funkcji podcatkowej w punktach a i b, czyli na krancach
podprzedziatu catkowania. Ze wzoru powyzszego wida¢, ze warto$¢ calki réwna si¢
polu trapezu o bokach ygi y; (rys. 3). Stad pochodzi nazwa tego wzoru.

y

e 3

h X

Rys. 3. Interpretacja geometryczna wzoru trapez6w i btedu metody A
Btad metody trapezéw dla jednego podprzedziatu wyraza si¢ wzorem:
__1
A=-5ry? ), (72)

gdzie n O {(a, b).

W praktycznym postepowaniu, w celu obliczenia catki w przedziale stosujemy cat-
kowanie ztozone, czyli catkowanie krétkimi przedzialami. Liczba podprzedziatéw
moze by¢ dowolna, a dtugosci podprzedzialéw niekoniecznie musza by¢ réwne. War-
tos¢ catki w kazdym podprzedziale oblicza si¢ za pomoca rzgdnych funkcji wzigtych
na koncach kazdego podprzedzialu catkowania. Zatem catkowanie zlozone metoda
trapezOw wyglada nastepujaco:
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j.y(x)dx:’zl)jiy(x)dx:ih[(%yi—l-i-%yi) +A, (7.3)

=l i-1

gdzie n jest liczba podprzedzialéw w przedziale {a, b).
Zwykle pomija si¢ szacowanie btedu metody. Posta¢ ogélna btedu jest nastepujaca:

A=YA =L R M),
i=1 i=1

Stosujac twierdzenie o wartosci $redniej, otrzymamy:
__1 . < E
A=-gy X A (74)

Ostateczna posta¢ wzoru trapezéw zalezy od sposobu wykonywania obliczen. Przy
wykonywaniu obliczen na komputerze, najlepsza posta¢ wzoru jest nastepujaca:

b

_I.y(x)dx:%_zn:hi(yi—l"'yi)a (7.5)

a

ktéry przy jednakowym kroku (odstepie rzednych) przyjmuje postac:

b
[ydv=h(Lye+y, + v, 4.y, +1y,). (7.6)

gdzie h = d = (b — a)/n jest krokiem catkowania, za$ n jest liczbg krokéw. Sum¢ w na-
wiasie zapisuje si¢ jako Z'y;, w ktorej pierwsza i ostatnig rzedng bierzemy ze wspotczyn-
nikiem %2.

Przy recznym wykonywaniu obliczen wzor (7.3) najwygodniej jest przedstawi¢ w na-
stepujacej postaci:

b .

h; h;
J-y(x)dx =h z (;h Yia +%; yi)’
" i=l

gdzie h = d jest najczesciej powtarzajacym si¢ odstepem pomig¢dzy rzednymi.
Wprowadzajac oznaczenie K; = h;/h, gdzie K; jest skalg danego podprzedziatu, wzor
powyzszy mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

b n
Iy(x)dx:hZ(%Kiyi—l +%Kiyi):
y i=l

_ 1 K, +K K, tK K,_ n n _
_h[zKlyo"' 12 2)’1+ 2 3y2+‘~+1yn—1+ynJ_ (7.7)

:hiciyi
i=0
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1 . _
EKI i=0
. e '
gdzie ¢ =1k, +Kky) iDL n-1).
% K, i=n

Mnozniki rzednych c; nalezy wyprowadza¢ przed przystgpieniem do obliczen, najle-
piej wedtug ponizszego schematu:

K1 Ko K3 Ka Ks
L 1 L 1 1 1
ta = Xo .kl )tz )%3 )'C4 X5='b
1 1 1 1 1 1
7—H i — — — —
2 1 2K1 2K3 2K3 2K5 2K5
1 1 1 1
2 K2 27K; 2Ky 7Ky
_ 1 1 1 1 1 1
Gi= 5K E(Kl +K2) 5(K2+K3) 5(K3+K4) 5(K4+K5) 2 Ks,

Ostatni wiersz podaje wynikowe mnozniki rzednych. Jesli skale dtugo$ci podprzedziatéw
K; sa jednakowe i réwne 1, to mnozniki c; sa nastepujace: Y2, 1, 1, ..., 1, 1, ¥2, co uwi-
docznione jest we wzorze (7.6).

6
PRZYKEAD 8. Obliczy¢ numerycznie catke ) o Cosxdx za pomoca wzoru trapezOw, biorac
rzgdne w punktach 0°, 5°, 10°, 20° 1 30°.
Rozwiazanie. Najpierw trzeba okresli¢ mnozniki c; dla rzednych.

K; %) %) 1 1
h=10° =118 0° 5° 10° 20° 30°
T ——— |
Y Y Yo—n 1
i Y %) 3% 1 %3

Obliczenia rgczne nalezy przeprowadzac tabelarycznie lub w arkuszu kalkulacyjnym.

I X; Yi = COSx; C; YiCi

0 0° 1 Vi 0,25

1 5° 0,9962 %3 0,4981

2 10° 0,9848 % 0,7386

3 20° 0,9397 1 0,9397

4 30° 0,8660 %) 0,4330
= 2,8594

Obliczenie calki jest nastgpujace:

)
[2° cosxdx = hZyc; = (1718) [2,8594 = 0,4991.
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Warto$¢ doktadna tej catki, otrzymana z obliczenia analitycznego, wynosi 2. Jak widac,
otrzymali$my wynik z niedomiarem (czego nalezato si¢ spodziewac¢) wynoszacym 0,0009.

Przy ré6wnym odstegpie rzednych, wzor (7.4) wyrazajacy btad catkowania ztozonego
metodg trapezéw, przyjmie postac:

A=-=(b-a)d’y?(n). (7.8)

Jak wida¢, btad jest proporcjonalny do kwadratu kroku catkowania d.

Latwo jest zauwazyc¢, ze catkowanie metoda trapezOw jest rownoznaczne aproksyma-
¢ji funkcji podcatkowej linig tamang przechodzaca przez konce obranych rzednych. Biad
metody A jest réwny polu pomigdzy krzywa i linig famana (z uwzglgdnieniem znaku).
Wynika stad, ze uprzednie wykonanie wykresu funkcji podcatkowe;j utatwia dobra-
nie odpowiedniego kroku catkowania, zapewniajacego dobra aproksymacje krzywej
linig tamana.

§8.  Wzor Simpsona

Wzér ten opiera si¢ na wykorzystaniu trzech rzednych do numerycznego obliczenia
catki oznaczonej: dwoch na koncach przedzialu catkowania i jednej w Srodku prze-
dziatu. Z tabeli 1 dla n =2 (patrz tez przyktad 1) znajdziemy:

b
[, y(0)dx = Ysh(yo + 4yy + y) + A (8.1)

Stosujac catkowanie ztozone, otrzymamy:

b n X n
[y0dx =" [y@)dx =Y th(yym +4y,0 +32) +A, (8.2)

i=1 Xagicn) i=1

gdzie n jest liczbg podprzedziatéw w przedziale (a, b), za$ h; = x,;— x»;_» jest dtugoscia
danego podprzedziatu.
Btad metody Simpsona dla jednego podprzedziatu wyraza si¢ wzorem:

A=—=hd* (M) =-5d’yY (M), (8.3)

gdzien O<{(a, b), h=b—a=2d.
Zwykle pomija si¢ szacowanie btedu metody. Posta¢ ogdlna btgdu jest nastepujaca:

n n h
a=¥a =53]
i=1 i=1

gdzie zastosowali§my twierdzenie o wartosci $redniej. Wprowadzajac skale dtugosci
podprzedziatu K; = hi/h, gdzie h = 2d jest dtugoscia najczesciej powtarzajacych sie
podprzedziatéw, otrzymamy:

5
9

(8.4)
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n h 5 n
A=-5yP(md* ), (hj =—5d YY) YK .
i=1 i=1

W przypadku podprzedziatéw o jednakowej dtugosci, btad catkowania ztozonego wy-
raza si¢ wzorem:

A=-Lb-a)d'yOm), (8.5)

gdzie d jest odstepem miedzy rzednymi, zwanym tez krokiem catkowania, zas n O (a,
b). Jak wida¢ blad catkowania jest proporcjonalny do czwartej potegi kroku catkowa-
nia. Na przyktad zmniejszajac krok catkowania dwukrotnie, mozna si¢ spodziewac, ze
btad catkowania zmaleje 016-krotnie.

Wzér (8.2) jest wygodny przy wykonywaniu obliczen na komputerze. Do recznych
obliczen lepsza jest nastepujaca postac:

i=1

b n 2n
J-y(x)dx = %d Z(% Ki Yoo ¥ 2K, Y0 +%Kiy2i) = %d chiyi . (8.6)
a i=1

Mnozniki Simpsona dla rzednych c;; nalezy wyprowadzi¢ przed przystapieniem do obli-
czania catki. Zaleza one wylacznie od liczby i dlugoséci przedziatéw. Najlepiej jest
wyprowadzaé je wg ponizszego schematu, wiedzac, ze dla przedziatu o standardowe;j
dlugos$ci wynosza one: Y2, 2, %2, natomiast dla i-tego podprzedziatu o wspétczynniku
skali k; wynosza: Y2k;, 2K;, Y2K;.

PRZYKEAD 9. Wyznaczenia mnoznikéw Simpsona

a K1 ||<2 K3 ||<4 Ks b
| | I T J | T 1
Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10
1/2K1 2K, 1/2K1 1/2K3 2K3 1/2K3 1/2K5 2Ks 1/2K5
1/2K2 2Ko 1/2K2 1/2K4 2Kqa 1/2K4

Csi V2K 2Ky V2(KitKy)  2Ko  Va(KotKs) 2k3  Ya(KatKa) 2K4 V2(KatKs) 2Ks  VaKs

Jesli dlugosci wszystkich podprzedzialéw sa jednakowe, to wszystkie skale dlugosci
K; sa rowne 1. Mnozniki Simpsona maja wéwczas nastepujacy przebieg:

1,2,1,2,1,...,1,2, 1,2, 1,
a wzor Simpsona (8.6) przyjmie postac:

b
jy(x)dx :éd(%)’o 20ty bty T2y, +%y2n):

:%d[%(% +y2n)+2(yl s +"'+y2n—l)+(y2 Yy, +“‘+y2n—2)] ,

gdzie n = (b — a)/2d jest liczba podprzedziatéw, d jest krokiem catkowania réwnym
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odstepowi migdzy rzednymi, za$ x; = a + id, przy czym numer kolejny rzednej i zmie-
niasicod i =0, 1, 2, ..., 2n (poczatkowa rzedna dla i = 0 i koficowa dla i = 2n po-
krywaja si¢ z granicami catkowania).

Catkowanie metoda Simpsona jest r6wnowazne aproksymacji krzywej podcatkowej
odcinkami parabol drugiego stopnia.

rrl
PRZYKEAD 10. Obliczy¢ numerycznie catke [ o 6cosxdx za pomocg metody Simpsona, bio-
rac rzedne w punktach 0°, 5°, 10°, 20° i 30°.
Rozwigzanie. Najpierw musimy okresli¢ mnozniki Simpsona c;; dla rzgdnych.

K Ya 1
h = 200 OIO EI—)O jl-oo 2Ioo 3loo
Va 1 Ya
%) 2 %3
Csi Ya 1 % 2 1y
Obliczenia reczne nalezy przeprowadzac tabelarycznie lub w arkuszu kalkulacyjnym.
i Xi Yi = COSX; Csi YViCsi
0 0° 1 Ya 0,25
1 5° 0,9962 1 0,9962
2 10° 0,9848 % 0,7386
3 20° 0,9397 2 1,8794
4 30° 0,8660 YV 0,4330
2= 4,2972

Obliczenie catki metodg Simpsona wg wzoru (8.6) jest nastepujace:
b 2n
[y(dx=2d) ye, =3 3,2972=0,5000,
u i=0
gdzie d =Y%h = 10° = 1718. Otrzymali$my wynik doktadny w ramach 4 miejsc po przecinku.

PRZYKEAD 11. Obliczy¢ liczbe Ttdang za pomocg catki %t= ) ; dx/(1+x?), wykonujac cat-
kowanie z krokiem d = 0,25, raz — metoda trapezéw, drugi raz — metoda Simpsona.
Rozwiazanie. Najpierw znajdujemy wartosci funkcji podcatkowej w punktach x =
0, 4, 2, % 1 1. WartoSci te sg nastgpujace:

I X; Vi = 1/(1+x,-2)
0 0 1

1 Va 16/17

2 1% 0,8

3 Ya 0,64

4 1 0,5
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Wz6r trapezowy daje warto$¢:

4
[ _1 {1 i
XTI_dZyici ‘XE(E)’O thty, +)’3+3y4),
e

skad:
T=y; +y, +y3+ Y2(yo + y4) = 3,1311764.

Wzér Simpsona daje za§ wartosc:
4
tm=2a e, =26 420 4y, v 2, +40),
skad: nzz[%(yo+)’4)+y2+2()’1+y3)] =3,141 5685,

Z doktadnoscia do siedmiu cyfr po przecinku liczba 1= 3,1415926. Por6wnanie z powyz-
szymi wartos$ciami jeszcze raz wykazuje przewage wzoru Simpsona, ktéry daje wynik z pie-
cioma cyframi doktadnymi, podczas gdy wzér trapezow daje tylko dwie cyfry doktadne.
Przy uzyciu mniejszego kroku catkowania d = 0,1 wzor trapezéw daje liczbe 1= 3,139 9260,
a wzor Simpsona daje Tt= 3,1415922. Ta ostatnia warto$¢ ma 7 cyfr doktadnych, podczas
gdy warto$¢ uzyskana wzorem trapezOw zostata niewiele poprawiona. Mozna sprawdzi¢,
ze btad wzoru trapezéw zmalat 6,26 = 2,5° razy, natomiast duzo mniejszy btad wzoru
Simpsona zmalat az 60 razy, czyli bardziej niz 2,5* = 39 razy.

§9. Zwiekszenie dokladnosci obliczen

Najprostszym, oczywistym sposobem zwigkszania doktadno$ci obliczen catek metoda
trapezOw czy Simpsona jest zmniejszanie kroku catkowania d. Sposéb ten ma ograni-
czone zastosowanie w przypadku funkcji podcatkowych okres§lonych tabelarycznie.
Nastepnym sposobem zwigkszania doktadnos$ci obliczen, nasuwajacym si¢ w sposéb
oczywisty, jest uwzglednianie w obliczeniach bledu metody A, czego zazwyczaj si¢ nie
robi, poniewaz szacowanie bledu jest pracochtonne. Przy danym podziale na podprzedzia-
1y catkowania, btad catkowania ztozonego metoda trapezéw wyraza si¢ wzorem (7.4):

R U

gdzie n U {a, b). Natomiast btad metody Simpsona wyraza si¢ wzorem (8.4):

A=-5 y“)(mé (4n),

gdzie n O {a, b). Widzimy, ze oszacowanie btgdu metody sprowadza si¢ do szacowa-
nia odpowiedniej pochodnej (drugiej lub czwartej) funkcji podcatkowej w obrebie
przedziatu catkowania. Znajdujac minimalng i maksymalng warto$¢ odpowiedniej po-
chodnej w przedziale catkowania, mozemy napisac, ze:
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mZSy(z)(r])SMz, m4Sy(4)(r])SM4‘

Stad juz prosto wynika oszacowanie przedziatu bledu w metodach trapezéw i Simpsona:

-z )My ca < -1z )m,.

~alz(en) ] sas-glz(inf]m

Oznaczajac granice przedziatu bledu przez a i 3, mozemy napisaé, ze a <A < 3, co moz-
na zapisac:

A=Ya(a +PB) £ Ya(B-a) = A, £ A, ©.1)

gdzie A, jest srodkiem przedziatu btedu, czyli poprawkq btedu, zas A, jest promie-
niem przedziatu btedu, czyli rolerancjq bledu.

Jak wida¢, znajdowanie granic przedzialu btedu o i B zwiazane jest z poszukiwa-
niem absolutnych ekstreméw odpowiedniej pochodnej w obrebie przedziatu catkowania,
co bywa uciazliwe i mozliwe tylko w przypadku analitycznych funkcji podcatkowych.
Co prawda pochodne mozna aproksymowac¢ za pomoca odpowiednich réznic, lecz ich
obliczanie jest pracochtonne. Ttumaczy to, dlaczego prawie nigdy nie szacuje si¢
przedziatu biedu.

W odréznieniu od szacowania przedzialu btedu, obliczanie poprawki biedu jest pro-
ste, gdy krok catkowania d jest stalty w calym przedziale catkowania. Poprawka dla
metody trapezéw wynosi:

_ d _ A

co prowadzi do wzoru:

A, ==5d*(y, - y)=-5d(@y, ~8y,). 9.2)

Analogicznie, poprawka dla metody Simpsona wynosi:

B, == (3%, = 37) =~k d(8'y, -8, ©3)

Uwzglednianie poprawki znacznie podnosi doktadno$¢ obliczen. W tym celu wystar-
czy obliczy¢ na koncach przedziatu catkowania pochodne lub réznice centralne.

Jesli znany jest rzad btedu A, to do okreslenia btedu catkowania ztozonego mozna
zastosowa¢ metode dwukrotnego obliczenia catki, zwang ekstrapolacjg Richardsona.
W przyblizeniu mozna przyjac, ze:

A=ch",

gdzie c jest pewna stata, h = (b — a)/n jest dtugoscia podprzedziatéw catkowania, m jest
rzedem pochodnej wystepujacej w bledzie, za$ n jest liczba podprzedzialdw. W metodzie
trapezOw rzad doktadnosci m = 2, a w metodzie Simpsona m = 4.

44
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Wykonujac dwukrotne obliczenie numeryczne tej samej catki przy réznych licz-
bach podprzedzialéw n; i n,, mozna napisac:

J= .]1 + Chlm’
J=J,+chy"

Z powyzszego uktadu mozna wyznaczy¢ dokladniejsza warto$¢ catki niz wynosi wy-
nik J,, otrzymany dla krétszych podprzedziatéw (4, < h;), mianowicie:
J=g, ¢ (9.4)
a” -1
gdzie a = hi/h,. Ze wzoru (9.4) wynika, ze gdy J, # J,, to J zawsze lezy na zewnatrz
przedziatu (J;, J,). Stad metoda Richardsona jest ekstrapolacjq.

PRZYKEAD 12. Obliczy¢ doktadniejsza wartos$¢ liczby Tina podstawie danych zawartych
w przyktadzie na s. 42.

Rozwiazanie. Stosujac dwukrotnie metode trapezéw, uzyskano nast¢pujace wyniki:

przy kroku d; = 0,25 J1=3,1311764,
przy kroku d, =0,1 J, =3,13992597.

Zatem o = hi/h, = difd, = 2,5. W metodzie trapezéw m = 2, stad o™ = 6,25. Stosujgc wzor
(9.4), otrzymamy J = 3,141 5926.
Stosujac dwukrotnie metod¢ Simpsona, uzyskano nast¢pujace wyniki:

przy kroku d, = 0,25 Ji = 3,1415685,
przy kroku d, =0,1 J, =3,1415922.

W metodzie Simpsona m = 4, stad o” = 2,5" = 39,0625. Stosujac wzér (9.4), otrzymamy
J =3,1415928.

Jak widzimy, zastosowanie ekstrapolacji Richardsona radykalnie zwickszyto doktad-
nos¢ wynikéw w obydwoéch metodach, ktére po tej operacji sa jednakowo bliskie wartosci
doktadnej, ale to nie jest reguta. Przy obliczaniu J wg wzoru (9.4), mozna nie uwzgl¢dnia¢
poczatkowych wspdlnych cyfr w J; i J,, gdyz te same cyfry wystapig rowniez w J.

Najczesciej przy drugim catkowaniu z zastosowaniem wzoréw Newtona-Cotesa przyj-
muje si¢ krok catkowania d, = Y%2d;. Wz6r (9.4) dla metody trapezéw przyjmuje wow-
czas postac:

J=3J,-37,. 93)

Ciekawe jest to, co fatwo jest sprawdzi¢ (patrz zadanie 3 i 4), ze w tym szczeg6lnym
przypadku otrzymuje si¢ wynik catkowania J identyczny z wynikiem, jaki uzyskano
by przy zastosowaniu metody Simpsona z krokiem catkowania d,. Natomiast przy
dwukrotnym zastosowaniu metody Simpsona, raz z krokiem d;, drugi raz z krokiem
d, =Y2d,, ze wzoru (9.4) otrzymamy:
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9.6)

ktéry jest identyczny z wynikiem, jaki uzyskano by za pomoca catkowania ztozone-
go wzorem Villarceau (dla n = 4) z krokiem d,.

Zadania

1. Obliczy¢ calke:

1
J= J- dx
o VX +3x
za pomocyg ekstrapolacji Richardsona i metody Simpsona, przyjmujac krok catkowania
d =05, a drugi raz d = 0,25.
W skazdwka: Przed przystgpieniem do liczenia nalezy usungé osobliwos¢ z cal-
ki, zamieniajac Vx na t. Otrzymamy:

1
J=[ 42 di

oyt +3
Odpowiedz: J=1120746.
Warto$¢ doktadna: 1,120713...
Zauwazmy — funkcja podcatkowa stabo zmienia si¢ w przedziale catkowania od 2/v3 =
1,155 do 1, co tlumaczy dobra doktadno$¢ przy sporym kroku catkowania. Gdyby$smy
nie usuneli osobliwosci w calce wyjsciowej, nie datoby si¢ obliczy¢ jej numerycznie.

2. Catke | 12 dx/x obliczono dwukrotnie za pomoca metody prostokatéw. Dla n; = 50 kro-
kéw otrzymano wynik J; = 0,693 135, natomiast dla n, = 100 krokéw otrzymano wynik
J> = 0,693 144. Znalez¢ trzecie przyblizenie za pomocg ekstrapolacji Richardsona.
Odpowiedz: J=0,693147.

Warto$¢ doktadna: 0,693147. Obydwa wyniki sg zgodne ze sobg.

3. Pewna catke obliczono dwukrotnie za pomoca metody trapezéw. Przy kroku d; otrzy-
mano wynik 773, natomiast przy kroku d, otrzymano wynik T,. Wykaza¢, ze trzecie
przyblizenie otrzymane wg ekstrapolacji Richardsona:

§=41,-11,

3

jest identyczne z wynikiem, jaki otrzymano by, stosujac wzér Simpsona z krokiem d,.
Wskazo6wka. Wystarczy przeprowadzi¢ obliczenia dla jednego podprzedzialu
o dlugosci d;.

4. Pewna catke obliczono dwukrotnie za pomoca metody Simpsona. Przy kroku d; otrzy-

mano wynik S;, natomiast przy kroku d, otrzymano wynik S,. Wykazaé, ze trzecie
przyblizenie otrzymane wg ekstrapolacji Richardsona:
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jest identyczne z wynikiem, jaki uzyskano by za pomocg catkowania ztozonego wzorem
Villarceau (dla n = 4) z krokiem d,. W s kaz 6 wk a: wystarczy przeprowadzi¢ ob-
liczenia dla jednego podprzedziatu o dtugosci d;.

§ 10. Metoda Romberga

Metoda Romberga, opublikowana w 1955 r. przez Wernera Romberga (1909-2003),
jest uogdlnieniem ekstrapolacji Richardsona. Uzasadnienie jej tkwi we wzorze (7.6),
z btedem A w postaci Eulera-Maclaurina, jako szereg parzysty kroku catkowania d:

A=a1d2+a2d4+a3d6+

Zaklada si¢, ze wspélczynniki rozwinigcia a; nie zaleza od kroku catkowania d. Wzor
(7.6) mozemy wiec napisa¢ w postaci:

J=T+ad?+a,d* +asd®+ ..., (10.1)

gdzie J jest warto$cia catki, T = d2'y; jest jej przyblizeniem wg wzoru trapezOw, za$ szereg
przedstawia btad catkowania A. Wspélczynniki g; sa nieznane i trzeba je wyznaczyc.

Metoda Romberga polega na wielokrotnym obliczaniu catki metoda trapezéw, za
kazdym razem z innym krokiem catkowania d i wyeliminowaniu kolejnych sktadnikéw
btedu. W réwnaniu (10.1) niewiadomymi s3: warto$¢ catki J oraz wspodtczynniki roz-
wini¢cia a;. Zadanie to mozna by rozwiaza¢, uktadajac uktad réwnan ze wzgledu na J
oraz wspotczynniki rozwinigcia a;, biorac kolejne przyblizenia catki. Duzo prosciej
jednak jest wyznaczy¢ jej wartos¢, stosujgc schemat Romberga.

Biorac dwa przyblizenia calki z krokiem d i Y2d, otrzymamy uktad dwoch réwnan:

J= Tj_ + a1d2 + (12d4 + a3d6 + ...,
J= T2 + (11(1/261)2 + az(l/Zd)4 + (13(1/2d)6 + ...,

gdzie T, 1 T, to przyblizenia catki z krokiem d i Y2d, uzyskane metoda trapezéw. Z uktadu
tego mozemy wyeliminowac pierwszy sktadnik biedu, proporcjonalny do kwadratu kroku
catkowania. Mnozac drugie rownanie przez 4 i odejmujac pierwsze réwnanie, otrzymamy:
3 = 4T, - T1 + a,[4(%d)* = d*] + as[4(%2d)® - d°] + ...,
J = (4T, — Ty) + Ysao[4(vad)* = d*) + Vsas[4(ad)® - d°] + ...,

réwnanie, ktére mozemy napisa¢ w postaci:
J= S2 + b2(1/2d)4 + b3(1/2d)6 + ...,

gdzie przyblizenie S, = 4(4T, — Ty) jest identyczne z wynikiem, jaki otrzymano by
stosujac wzor Simpsona z krokiem Y2d (patrz zadanie 3 na s. 46). Oznaczajac Y2d przez
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d, réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci analogicznej do (10.1):

J:S+b2d4+b3d6+ cany

gdzie J jest wartoscia catki, S jest jej przyblizeniem wg wzoru Simpsona z krokiem d,
bez pierwszego elementu btedu, za$ szereg przedstawia blad catkowania A.

Biorac, jak poprzednio, dwa przyblizenia calki z krokiem d i Y2d, otrzymamy uktad
dwoch réwnan:

J:S1+b2d4+b3d6+ Ve
J:SZ+ bz(l/Zd)4+b3(1/2d)6+ PN

gdzie S; i S, to przyblizenia calki z krokiem d i Y2d, uzyskane wcze$niej metoda trape-
z6w, tozsame ze wzorem Simpsona. Z ukladu tego mozemy wyeliminowac¢ pierwszy
sktadnik btedu, proporcjonalny do czwartej potegi kroku catkowania. Mnozac drugie
réwnanie przez 4° = 16 i odejmujac pierwsze réwnanie, otrzymamy:

15J = 165, — S; + as[16(%2d)® - d°] + ...,
J = 115(16S; — S1) + hsas[(Vad)® = d°] + ...,

réwnanie, ktére mozemy napisa¢ w postaci:
J:Rz + C3(1/2d)6 + ...,

gdzie R, = 7,5(16S, — Sy) jest identyczne z wynikiem, jaki otrzymano by stosujac wzér
Simpsona z krokiem Y2d (patrz zadanie 4 na s. 46). Oznaczajac Y2d przez d, rOwnanie
to mozna zapisa¢ w postaci analogicznej do (10.1):

J=R +c3d®+c,d®+ ...

gdzie J jest wartoscia calki, R jest jej przyblizeniem wg wzoru Villarceau (dla n = 4)
z krokiem d, bez drugiego elementu bledu, za$ szereg przedstawia btad catkowania A.

Postepowanie powyzsze mozna kontynuowac. Wyniki obliczen przeprowadza si¢
tabelarycznie (tabela 2). Kolejne przyblizenia catki zapisuje si¢ w kolumnach, ktére
tworza tabele (macierz). Oznaczmy przyblizenia metoda trapezéw przez Toy. Przybli-
zenia bez pierwszego elementu btedu oznaczmy przez Ty, bez drugiego przez Ty, bez
trzeciego — przez T3y itd. Mozna og6lnie zapisac, ze:

1 m
71771,/( = m 4 (4 Tm—l,k+1 _Z7l—l,k ) . (102)
4" -1
W tabeli 2 dana jest kolumna Ty, = dZ'y;, przedstawiajaca przyblizenia catki metoda
trapezOw. Réwnie dobrze moga to by¢ przyblizenia otrzymane metodg prostokatéw
(§ 15). Pozostale wielkosci obliczamy schematem Romberga wg wzoru (10.2).
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Tab. 2. Schemat Romberga

> Tox Ty T T3y Ty
dla" 4 16 64 256
do Zy ~Too
1/2610 Z'l To,1\ T~ \T1 0
Vady 5 Toz | T =4~ \Tzi)
Vedo | 35 Toz VL 5T Ty~~~ Tso
Yhedo Zy Toa T3 Ts, Ts ~+<_Tao

Powyzsza tabele mozna wypetnia¢ albo kolumnami, albo wierszami. Obliczenia konczy-
my, gdy w dwoch kolejnych przyblizeniach pokrywaja sie cyfry do zadanego rzedu
doktadnosci catki, albo gdy wyczerpane sa wszystkie przyblizenia catki.

Elementy tabeli 2 podaja przyblizone wartosci calki, lecz z r6zna dokladnoscia.
Kolumna zerowa zawiera przyblizenia calki metodg trapezéw z coraz mniejszym kro-
kiem catkowania, kolumna druga — przyblizenia wg wzoru Simpsona, za$ kolumna
trzecia — wg wzoru Newtona-Cotesa dla n = 4. Dla m > 2 nie ma prostego zwigzku
pomiedzy T, i wzorami Newtona-Cotesa.

Dla funkcji z niezbyt szybko rosnagcymi pochodnymi, ciag wartosci 7,0, stojacych
na przekatnej w schemacie Romberga jest duzo szybciej zbiezny do prawdziwej war-
todci calki, niz cigg przyblizen T,,, w dowolnej kolumnie m. Na tym polega istota me-
tody Romberga. Ale nie zawsze tak jest. Ciag ten moze by¢ nawet rozbiezny.

Przy obliczaniu kolejnych przyblizen T, wg wzoru trapez6w mozna zmniejszy¢ liczbe
dziatan przez wykorzystanie rzednych funkcji z poprzedniego przyblizenia. Obliczenia
rozpoczyna si¢ od stablicowania funkcji z najmniejszym zamierzonym krokiem catko-
wania. Nowa X' obliczamy, dodajac do poprzedniej ' rzgdne w punktach posrednich.

PRZYKEAD 13. Obliczy¢ liczbe 1t dang catkg Y4t = ) ; dx/(1+x%) za pomocg metody Rom-
berga, konczac na kroku d = .

Rozwigzanie. Najpierw tablicujemy funkcje podcatkowg z najmniejszym przewidy-
wanym krokiem catkowania, w tym wypadku z krokiem d = Y.

x y x y

0 1 % 64/89
Y 64/65 % 6/25
7 16/17 % 64/113
% 64/73 1 1/2
Vs 45

Wartos$ci funkcji podane sg w formacie utamkowym, dla obliczen nie ma to znaczenia.
Przyblizenia Ty metodg trapezoéw liczby Tt wynoszg 4d%'. Pierwsza X' z krokiem d = 1
réwna si¢ ¥2(1 + 0,5) = 0,75. Druga X' z krokiem d = 0,5 obliczamy, dodajac do poprzedniej
sumy 0,75 wartos$¢ rzednej w posrednim punkcie x = 0,5, otrzymujac 1,55. Nastgpng '
z krokiem d = 0,25 obliczamy, dodajgc do poprzedniej sumy 1,55 wartosci rzednych w posred-
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nich punktach w x réwnym 0,251 0,75. Wreszcie X' z krokiem d = 0,125 obliczamy analo-
gicznie. Obliczenia przeprowadzamy tabelarycznie.

d b2 To, Ty T T
4 16 64
1 0,75 3
0,5 1,55 3,1 3,133 3333

0,25 3,1311765 3,1311765 3,141 5687 3,1421177
0,125 6,2779770 3,1389885 3,141 5925 3,141 5941 3,141 5858

Znajac przyblizenia Toy, nastepne znajduje si¢ wg wzoru (10.2). Na przykiad przyblizenie
w kolumnie 75, dla d = 0,125 otrzymano nast¢pujaco:

(163,141 5925 - 3,141 5687)/15 = 3,141 5941.

Znajdujac nowe przyblizenia mozna pomina¢ cyfry, ktére si¢ powtarzaja i wykona¢ dzia-
tania wylacznie na pozostatych cyfrach. Jest to problem analogiczny, jak w przypadku eks-
trapolacji Richardsona.

Z doktadnoscia do siedmiu cyfr znaczacych liczba 1t = 3,1415927. Jak wida¢, w tym
przypadku warto$ci na przekatnej w schemacie Romberga zbiegaja wolniej do wartosci
doktadnej, niz przyblizenia w kolumnie 73, odpowiadajgce metodzie Simpsona. Ale na
ogot jest odwrotnie. Stad szeroka popularno$¢ tej metody.

Zadania

1. Znane sa przyblizenia Ty, otrzymane metoda trapezéw dla catki J = [ i dx/x. Na podsta-
wie tych danych znalez¢ warto§¢ dokladniejsza za pomoca metody Romberga. Przybli-
zenie T zostato obliczone z krokiem d = 1.

Tox Tk Tox Ts
4 16 64
0,75
0,708333
0,697 024
0,694 122

Z doktadnoscia do sze$ciu miejsc po przecinku In2 = 0,693 147.

2. W tabeli ponizej dane sa wartos$ci funkcji w przedziale x O (0,4, 1,6). Obliczy¢ jej catkg
w podanym przedziale metoda Romberga, przyjmujac za krok poczatkowy do = 0,4.
Odpowiedz: J=18507.

X 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
y 0,4942 0,7555 1,0523 1,3625 1,6542 1,889 2,0317
x 11 12 13 14 15 1,6
y 2,0629 1,9866 1,8274 1,6193 1,3937 1,1736
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§11. Wzory 5-8

Czasami zachodzi koniecznos$¢ obliczenia catki funkcji pomigedzy dwiema rzednymi
doktadniej, niz pozwala na to wzdr trapezow. Mozna to zrobié¢, jesli np. wykorzysta-
my trzecig rzedng, mieszczacg si¢ poza tymi dwiema w takim samym odstepie. Taka
sytuacja wystepuje wowczas, gdy funkcja jest stablicowana w réwnych odstepach ar-
gumentu, a chcemy zna¢ catke tej funkcji pomigdzy dwiema sasiednimi rzednymi.

W celu znalezienia wzoru trzeba znalez¢ mnozniki dla tych trzech rzednych, co ta-
two jest zrobi¢ za pomoca uktadu (5.3) czy (5.7), znajac potozenie rzednych.

© > X
Xo X1 X2 X3
k d L d 2 d 2
1 7 1 7
Po wykonaniu dziatan otrzymamy wzor:
J‘y(x)dx:%d(_%)’o"')’l"'%)b) +A, (11.1)

R

ktéry nazywa si¢ lewostronnym wzorem 5—8. W podobny sposéb mozna otrzymac pra-
wostronny wzér 5-8:

[ydr=2d(3y, +y,-1y,)+n.,. (112)

R

Warto zauwazy¢, ze mnozniki przy rzgdnych nie sa symetryczne, gdyz potozenie
rzgdnych wzgledem $rodka przedzialu catkowania nie jest symetryczne. Jednakze
przebieg ich jest identyczny w obydwu przypadkach, jesli za punkt odniesienia rzed-
nych bra¢ ich usytuowanie wzgledem rzgdnej dodatkowej. Mnozniki te sg s, 1, %.

Czwarte rOwnanie w ukladzie (5.3) dla k = 3 nie jest spelnione, zatem wzory 5-8
majg rzad dokladnosci réwny 2, a wigc zapewniaja doktadne wartosci catki z funkcji
liniowych i kwadratowych. Wynika stad, ze btad tych wzoréw wyrazi si¢ za pomoca
trzeciej pochodnej. Stosujac wzoér (5.4) otrzymamy:

4 4
a,=-20m, 8=,

Jak wida¢, jeden ze wzoréw podaje wynik z niedomiarem, a drugi — z nadmiarem.
Wtasno$¢ te wykorzystuje sie¢ do jeszcze dokladniejszego obliczenia catki miedzy
dwiema rzednymi, biorac Srednig arytmetyczng wzoréw (11.1) 1 (11.2):

[yde=2d(- Ly, + 2y +2y, - Ly,). (11.3)

R
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Wzor ten nazywa si¢ usrednionym wzorem 5—8. Jak wida¢, mnozniki majg tym ra-
zem przebieg symetryczny, bo rzedne brane do obliczen potozone sg symetrycznie
wzgledem $rodka przedzialu catkowania. Wzér na blad otrzymamy ze wzoru (5.4):

A:%aﬁf”‘)(n). (11.4)
Usredniony wzor 5—8 ma wiec rzad doktadno$ci m = 3.

Latwo sprawdzi¢, obliczajac przedziatami catk¢ w granicach od x, do x, za pomoca
prawo- i lewostronnego wzoru 5—8, ze otrzymamy wzor Simpsona:

Xo X1 X2
5 1 i
8 1 8
1 5
e 1 8
1 1 dq:
Cyi 3 2 3 Stad:

]Z)’(x)dxzéd(%)’o +2y, +%Y2)'

Jesli obliczymy catke przedziatami w granicach od x, do x3 za pomocg wzoréw 5—8
prawostronnego, usrednionego i lewostronnego, to otrzymamy nastepujacy wzor:

Xo X1 X2 X3
5 1 .
3 ]
1 B B 1
16 16 16 16
1 5
3 1 B
9 27 27 9
Csi I T T - Stad:
Xy
— 2 9 27 27 9
J‘Y(x)dX—gd(ﬁyo'Fﬁyl+EY2+Ey3)- (11.5)

R

Wyciagajac % przed nawias, mozna si¢ przekona¢ za pomocg tabeli 1, ze wzor (11.5)
jest II wzorem Simpsona, ktéry ma rzad doktadnosci m = 3.

Wzory 5-8 mozna wykorzystywa¢ do catkowania ztozonego. Aby zastosowacd
w calym przedziale catkowania {a, b) usredniony wzor 5—8, musimy zna¢ dodatkowo
jedna rzedna przed i jedng za przedzialem catkowania, wziete w tym samym odstgpie,
co rzedne wewnatrz przedzialu. Postepujac podobnie jak w poprzednich przyktadach,
po wykonaniu dziatan otrzymamy wzor:
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F +12y, +25y, 22 25y 412y —
[yods= ( Y, yo y1+z Vu 24yn ymj_ (11.6)

Wz6r ten jest tozsamy ze wzorem trapezow z poprawkg:

b . B )
'[y(X)dx :d(z y, - Yur1 ~ Va1 + Y1~ Ya j ’

P 24 24

gdzie X'y; oznacza sume rzednych, w ktdrej pierwsza i ostatnig rzedng bierzemy ze
wspotczynnikiem ¥2. Uwzgledniajac, ze réznice centralne wyrazajg si¢ wzorami:

dyo = Y2(y1 — y-1),
6yn = 1/2(yn+1 - yn—l)a

wzor (11.6) przyjmie ostatecznie postac:

[ foodx = (Zy 6”’} (11.7)

Btad wzoru (11.7) dany jest wzorem (11.4). Dzigki tej prostej poprawce na koncach,
rzad doktadnosci catkowania ztozonego metodg trapezéw wzrést do m = 3.

Jesli nie mozna wykorzysta¢ rzednych poza przedzialem catkowania {(a, b), to
mozna wykona¢ catkowanie ztozone z jednokrotnym zastosowaniem wzoréw Simpsona
na koncach przedziatu catkowania, a w pozostatych podprzedziatach — usredniony wzor
5-8. Po wykonaniu dziatan otrzymamy wzér trapezéw z inng forma poprawki:

b n—4

8y, +31y, +20y, +25 25 +20 +31 +8

J.f(x)dx:d( yO yl > yZ y3 +§ y,‘+ yn—3 yn—224 yn—l ynj. (118)
i=4

Po prostych przeksztatceniach wzor (11.8) przyjmie posta¢ wzoru trapezéw z poprawka:

b
Ay H T A T L Ve 4y t Ty, 4
J.f(x)dx:d( Yo y214 Yo +Z yi+yn3 Y 224 Y-t ynj (119)
f i=0

Poprawka ta nieznacznie r6zni si¢ od poprawki (9.2) — patrz zadanie 1, ponizej.

Wzory 5-8 znajduja zastosowanie do uzupelniania catkowania ztozonego metoda
Simpsona, gdy przedziat catkowania {a, b) jest podzielony na nieparzysta liczb¢ odste-
poéw miedzy rzednymi, a takze do obliczania krzywej catkowej z krokiem d (wzér
Simpsona daje mozliwo$¢ obliczania krzywej catkowej z krokiem 2d).

Zadania

1. Dane sg cztery rzedne yq, y1, 2, ¥3 W rownoodlegtych punktach xg, x3, Xz, x3. Okresli¢
nachylenie krzywej w punkcie xo, przechodzacej przez te punkty.
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Rozwigzanie. Poczatek lokalnego uktadu przyjmujemy w punkcie xo. Krzywa
aproksymujemy wielomianem 3. stopnia y = ar® + bt* + ct + d. Nachylenie krzywej w
punkcie xq okresla pierwsza pochodna y w punkcie ¢ = 0, czyli wspotczynnik c. Musimy

wigc wyznaczy¢ wspoétczynniki wielomianu, ukladajac cztery réwnania na rz¢dne:

Yo=d,

y1 = ah®+ bh?+ ch +d,

yo = a(2h)® + b(2h)? + c2h + d,
y3 = a(3h)® + b(3h)? + c3h + d,

gdzie & jest odstepem miedzy rzednymi. Wyznaczajac kolejne réznice Ay = y; — yo, A%
=Y2—Yo A3y = Y3 — Yo, Otrzymamy:

Ay = ah®+ bh? + ch,
Ny = a(2h)? + b(2h)? + c2h,
A%y = a(3h)* + b(3h)? + c3h.
Stad: 6h% = A%y — 3A% + 3Dy, 2h°b = -y + 4N%y — 5Dy, ch = 03y — A%y + 3Ay.

Zatem: y'|,=0 = ¢ = (30y — B +40%)/h = (Msyo + 3y1 — Loy, + Vsys)/h. Podstawiajac
do wzoru (9.2) na dolng poprawke, otrzymamy:

(D), =Hh(-Ly, +6y, =3y, +2y,).

Widzimy, ze poprawka ta nieco rézni si¢ od tej danej wzorem (11.9), co jest zrozumiale
ze wzgledu na rézny rzad doktadnos$ci usrednionego wzoru 5-8 1 wzoréw 5-8.

. Obliczy¢ numerycznie catki (w Excelu lub tabelarycznie):

0,6 0,8

P:j 1-x*dx Q:J. 1-x*dx
0 0

za pomocg wzoru trapezéw z poprawka, przyjmujac krok catkowania d = 0,1, a nastgp-
nie przy pomocy liczb P i Q wyznaczy¢ pole kota o promieniu 1.

Rozwigzanie. GdybySmy obliczyli catke w przedziale (0, 1), otrzymalibySmy
pole ¢wiartki kota. Tak jednak postgpi¢ nie mozemy, gdyz funkcja podcatkowa nie
ma charakteru wielomianu — w punkcie x = 1 posiada styczng pionowa. Otrzymali-
by$my woéwczas wynik z duzym biedem. Do catkowania takich funkcji uzywa sie¢ funk-
cji z wagg B(x). Chcemy obejs$¢ ten problem, obliczajac catki P i Q.

Metoda trapezéw daje wyniki:

P =0,561126 Q =0,702541.
Poprawka dana jest wzorem: A, = (d°/12)x/y. Wartoéci poprawek wynosza:
Ap =0,000625 Ap=0,001111.

Wartosci calek z uwzglednieniem poprawek wynosza:
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P =0,561751 0 =0,703652.

0 02 04 06 08 1

Rys. 4. Cwiartka kota

Aby obliczy¢ pole calej ¢wiartki kota, zauwazmy, Ze pola odcinkéw ABC i DEF s3 ta-
kie same (rys. 4). Pole odcinka ABC réwna sig¢:

P-0,60,8=P-0,48=0,081751.

Pole ¢wiartki kota réwna si¢ Q + (P — 0,48) = 0,785403. Pole calego kota réwna si¢ wigc
m=4(P+(Q-0,48) = 3,141 612. Trzy ostatnie cyfry powinny wynosi¢ 593. Gdyby$smy pola
P i Q obliczyli metoda Simpsona z krokiem d = 0,1, otrzymaliby§Smy gorszy wynik.

§ 12. Uogdlniony wzoér paraboliczny

Wzory 5-8 pozwalaja obliczy¢ catke miedzy dwiema rzednymi doktadniej, niz po-
zwala na to wzdr trapezéw. W tym celu musimy mie¢ podang dodatkowa rzedng w od-
stepie kroku d na lewo lub prawo od obu rzednych. Zdarzaja si¢ jednak sytuacje,
zwlaszcza na koncach przedziatu catkowania, gdy ta dodatkowa rzedna nie jest w od-
legtosci d (rys. 5).

Lﬂ,_‘_i ﬁé' Mm

Rys. 5
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Dawniej radzono sobie w ten sposéb, ze wprowadzano potéwkowa rzedna %2, ktérej
warto$¢ odczytywano z rysunku. Wtedy pole pomigdzy rzedna 0'i 1 mozna obliczyé
wzorem Simpsona. W dobie obecnej nie lubimy odczytéw analogowych. Zatem przy-
datby si¢ wzor pozwalajacy na numeryczne obliczenie catki, gdy rzedne nie sg roz-
stawione z rownym krokiem.

W tym celu musimy wyprowadzi¢ wzdr na numeryczne obliczanie catki:

[ fx)dx = h(Hoyo + Hyy: + Hzyo) (12.1)

w oparciu o trzy rzgdne, gdzie rz¢dna y; umiejscowiona jest w dowolnym miejscu we-
wnatrz czy na zewnatrz przedziatu catkowania.

Potozenie rzednych jest zadane, do wyznaczenia sa mnozniki. Poczatek lokalne-
go uktadu przyjmiemy w dolnej granicy catkowania x,. Odci¢te rzednych w ukladzie
lokalnym wynosza: £, =0, t; = X1 — Xo, £, = Xp — Xo = h. Bezwymiarowe odciete, odnie-
sione do h, wynosza: %, =0, f; = t4/h = R, 1, = 1. Podstawiajac je do uktadu (5.7),
otrzymamy liniowy uktad na mnozniki:

H0+H1+H2:l,
RH, + H, =,
R?H, + H, = ',

z ktérego wynika, ze R nie moze by¢ réwne 0 ani 1. Rozwigzanie uktadu jest elemen-
tarne. Otrzymamy:

H e ——— 9
' 6R(-R) g 6(1—R)y2 °  6R (12.2)

1 H 2-3R H _~1+3R

Otrzymali$my te same wyniki, co w zadaniu 2 na s. 22 metodg Lagrange'a, lecz duzo
latwiej i szybciej. Wzor (12.1) z powyzszymi mnoznikami jest uogolnionym wzorem
parabolicznym. Mozna pokazac, ze gdy R = -1, otrzymamy lewostronny wzér 5-8, gdy
R =12, otrzymamy wzdr Simpsona, gdy R = 2, otrzymamy prawostronny wzor 5-8.

Wzoér jest szczegdlnie uzyteczny, gdy rzedne sg rozstawione z nieréwnym kro-
kiem. Przyktadowo, na rys. 5 mozemy obliczy¢ pole migdzy rzedng 0’ i %2, stosujac
wzOr (12.1), w ktérym dtugo$¢ przedziatu catkowania i = 4,7 + 5,5 = 10,2 m, a mnozni-
ki dla rzednych yy, yo i yy,, odpowiadajace R = 4,7/10,2 = 0,46, wynosza: Hy = 0,138,
H, = 0,671, Hy,, = 0,191. Przypadek obliczen, gdy dodatkowa rzedna jest wewngtrz
przedzialu catkowania, mozna uwazac¢ za uogdlnienie wzoru Simpsona.

Gdyby$my chcieli obliczy¢ pole migdzy rzedng 0’ i 0, stosujemy wzor (12.1), w ktérym
h = 4,7 m, a mnozniki dla rzednych yy, y, oraz y,, odpowiadajace R = 10,2/4,7 = 1/0,46 =
2,174, wynosza: Hy = 0,423, H, = 0,642, H,, = -0,065. Przypadek obliczen, gdy dodat-
kowa rzedna jest na zewngtrz przedzialu catkowania mozna uwaza¢ za uogélnienie
prawostronnego wzoru 5—8. W obu przypadkach wykorzystane sg te same trzy rzedne.
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§ 13. Obliczanie krzywych catkowych

Krzywa catkowa jest to catka oznaczona, bgdaca funkcja gérnej (lub dolnej) granicy
catkowania, np.:

Feo =1 fiodr, x0¢a, b).

Inaczej méwiac, krzywa catkowa F(x) jest to funkcja pierwotna w stosunku do funkcji
podcatkowej, przyjmujaca warto$¢ zerowa w punkcie x = a.

Aby wyznaczy¢ krzywa catkowa F(x), przedziat (a, b) nalezy podzieli¢ na dowolna
liczbe czesci o jednakowej diugosci d, na koncach ktérych trzeba zna¢ wartosci funkcji
podcatkowej (rzedne). Funkcje catkowa F(x) mozna okresli¢ jedynie poprzez ciag jej
wartosci podanych w punktach x przybierajacych warto$ci xo=a, x;=a +d, x,=a + 2d,
...oraz x, =b = a + nd, gdzie d = (b — a)/n jest odstepem miedzy rzednymi.

Wartosci funkcji F(x) okre$la si¢ poprzez obliczanie jej kolejnych przyrostow,
mianowicie:

F(i) = [ fdx= [ fda+ [ £odx,
Zatem: A A "

F(xi)=F(xi_1)+If(x)dx i=12,...,n, (13.1)

i1

dla i =0, F(xo) = 0. Przy obliczaniu calek w kolejnych podprzedziatach mozna postugi-
wac si¢ wzorem trapezéw lub ktérymkolwiek sposrdéd wzoréw 5-8. Tak wiec:

3d(yi + ) =3dS,

%d(é Vi ¥ Vi —éy,»ﬂ) =3ds,

%d(_% Yi * Yin +§yi):§dS,.

Sd [ﬁ(—ﬁyi_z Yty —ﬁyiﬂ): 2 dS,;

w zaleznosci od zastosowanego wzoru. S; jest wyrazeniem zawartym w nawiasie, zas$ d
jest odstepem miedzy rzednymi. Stosujac catkowanie ztozone we wzorze (13.1) oraz
wyciagajac wspolny czynnik przed nawias, krzywa catkowg da si¢ przedstawi¢ w postaci:

[ £(x)x =

2d3,
F(x,)=43d3, (13.2)
13
=4z,
w zalezno$ci od zastosowanego wzoru, przy czym:

S, =3, +S, =35, i=L2,...n.



Catkowanie numeryczne 58

Obliczanie kolejnych Z; jest proste, jesli obliczenia przeprowadza si¢ tabelarycznie lub
w arkuszu kalkulacyjnym. Poczatkowa wartos¢ 2, z definicji jest réwna zero.

PRZYKEAD 14. Obliczy¢ krzywa catkowa funkcji /(¢) zadanej tabelarycznie za pomocg:

a) wzoru trapezow,
b) prawostronnego wzoru 5-8,
c¢) usrednionego wzoru 5-8.

(0} 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°
I(0)] 0 0,087 | 0,237 | 0,318 | 0,325 | 0,270 | 0,272 | 0,050

Rozwiazanie. Funkcja podcalkowa stablicowana jest z krokiem 4 = 10° = 1718,
i z takim krokiem be¢dzie catkowana. Krzywa catkowa okre$lona jest wzorem:

I,=[q 1(8)de.

Obliczenia przeprowadzamy tabelarycznie lub z pomocg arkusza kalkulacyjnego.

a) Zastosowanie wzoru trapezow.

i 0 1 2 3 4 5 6 7
0} 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°
l; 0 71710,08777170,237 77 0,318170,3257 170,279 710,17377710,050
v v v Y Y — Y
2 0 0,087 | 0,411 | 0,96 | 1609 | 2,204 | 2,646 | 2,868
Ly 0 0,008 | 0,036 | 0,084 | 0,140 | 0,192 | 0,231 | 0,250

Sposéb obliczania kolejnych 2, zaznaczony jest w tablicy strzatkami.
l,=3d%, =43, =0,08727%,.

b) Zastosowanie prawostronnego wzoru 5—8.

i 0 1 2 3 4 5 6 7
0} 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°
7al; 0 \]40,054\40,148 0,199 | 0,203 | 0,169 | 0,107 |s 0,031
l; 0 0,08 || 0,237 ‘0,318 0,325 | 0,270 (0,172 | (0,050
—l; 0 -0,011 [4-0,030 ‘—0,040 ‘—0,041 -0,034% —0,021 | -0,006
2 0 0,057 %' 0,308 ¥ 0733 " 1,223 | 1,675 | 2,010 | 2,179
Ly 0 0,007 | 0,036 | 0,085 | 0,142 | 0,195 | 0,234 | 0,254
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Sposéb obliczania kolejnych %; zaznaczony jest w tablicy strzatkami.
l,=2ds, =23, =25, =01164%,

Z uwagi na brak rze¢dnej dla ¢ = 80°, ostatni przyrost krzywej catkowej musieliSmy obli-
czy¢ lewostronnym wzorem 5-8.

¢) Zastosowanie usrednionego wzoru 5-38.

i -1 0 1 2 3 4 5 6 7

(0} -10° 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°

l; -0,087 |0 170,087\ 0,237 | 0,318 | 0,325 |» 0,270~ 0,172\ 0,050
~"al; | 0,007, 0 | -0,007 :—0,018 -0,024 | 0,025« —0,021 | 0,013 ) -0,004

2 0 0,076 - 0,376 | 0,899 | 1503 | 2,062 | 2475

lq 0 0,007 | 0,036 | 0,085 | 0,142 | 0,195 | 0,234 | 0,254

Pierwsza kolumna w tablicy dla ¢ = —10° wynika z niesymetrycznosci funkcji podcatko-
wej. W tablicy strzatkami zaznaczono wyznaczanie kolejnych 2.

L=t =7 2009452,

Z uwagi na brak rz¢dnej dla ¢ = 80°, ostatni przyrost krzywej catkowej trzeba obliczy¢ le-
wostronnym wzorem 5-8.

Jak wida¢ z przeprowadzonych obliczen, wzoér trapezowy daje zanizone wartosci krzywej
catkowej w stosunku do wzoréw 5-8, w przybliZzeniu o trzy jednostki na trzecim miej-
scu po przecinku. Wzory 5-8 dajg praktycznie identyczne wyniki.

Wykres funkcji podcatkowej oraz krzywej catkowej pokazany jest na rys. 6.

0.35

0.3

0.25 4
0.2
0.15 4
0.1

0.05 /
stopnie
0 L |

o~ f ‘ ‘ ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 : 1 —\
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Rys. 6. Krzywa catkowa
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Krzywa catkowa pokazuje, jak zmienia si¢ pole pod krzywg podcatkowa, poczynajac od
punktu poczatkowego, w tym przypadku od ¢ = 0. Krzywa podcatkowa jest pochodna
krzywej catkowej. W miejscach, gdzie funkcja podcatkowa zeruje sig¢, styczna do krzywej
catkowej jest pozioma, tj. miejsca zerowe krzywej podcatkowej wyznaczajg ekstrema
krzywej catkowej. Na rys. 6 wypadaja one dla kata ¢ =01 ¢ = 74°. Z kolei w punkcie,
gdzie krzywa podcatkowa osigga maksimum, styczna do krzywej catkowej osiaga naj-
wigksze nachylenie, tj. maksimum krzywej podcatkowej wyznacza punkt przegiecia
krzywej catkowej. Na rys. 6 maksimum krzywej podcatkowej i punkt przegiecia krzy-
wej catkowej wypadajg dla kata ¢ = 35°.

Zadanie

1. Obliczy¢ przyrost krzywej catkowej z przyktadu na s. 58, jesli dla kata @ = 75° znana
jest warto$¢ funkcji podcatkowej I75- = —0,028 m.
Rozwiagzanie. Przyrost ten mozna obliczy¢ wzorem trapezéw:

Aly =Y (I + l75°) (5/57,3 = 1,0 mm.

Dokladniejszy wynik otrzymamy, stosujac uogdlniony wzor paraboliczny. Dodatkowa
rz¢dna ls- jest w odleglosci —10° (na lewo) od rzgdnej poczatkowej lee. Zatem
wzgledna odlegtos¢ dodatkowej rzednej od rzednej poczatkowej R = —10°/5° = -2. Sto-
sujac wzor (12.2) na mnozniki, otrzymamy:

H, = _1/36, Hy= 7/12, H,= 4/9-
Przyrost pola Al; dany jest wzorem (12.1), w ktérym dtugos¢ przedziatu catkowania h
=5°, wyrazona w radianach. Zatem:

Al = (5/57,3)(1‘11[600 + Hyl7ge + Hzl75°) =0,2 mm.

Obie wielko$ci sg mate, trudne do odréznienia w skali rysunku, jednak réznica jest
wyrazna.

§ 14. Wzory Czebyszewa

Wzory (5.8) na numeryczne wyznaczanie catek, w ktérych mnozniki H; sg jednakowe,
nazywaja si¢ wzorami Czebyszewa. Aby mozna byto stosowac te wzory, trzeba mie¢
wykres funkcji podcatkowej badz przepis funkcyjny.

Stosujac numeracje weztow i mnoznikow od 1 do n (n oznacza liczbe rzednych
w obrgbie jednego podprzedziatu), z pierwszego réwnania dla k = 0 w uktadzie (5.3),
otrzymamy:

Z,'H,' = 1,

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich rzednych, od i = 1 do n. Poniewaz H; =
const = H, stad H = 1/n. Uwzgledniajac ten wynik we wzorze (5.8), otrzymamy ogdlna
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posta¢ wzoréw Czebyszewa:
b 1
jf@ﬂ&zh—}jfug+A, (14.1)
Y n'i=

Zatem obliczenie calki oznaczonej metodg Czebyszewa w obrebie jednego podprze-
dziatu sprowadza si¢ do pomnozenia dlugosci podprzedziatu przez srednig arytmetyczng
rz¢dnych, a nie przez $rednig wazona, jak to jest we wzorze (5.8). Aby tak mozna by-
o postapi¢, rzedne brane do obliczen musza by¢ tzw. rzednymi Czebyszewa, ktérych
potozenie okre$la uktad (5.2) czy (5.3), przy warunku jednakowych mnoznikéw rzed-
nych H; = H = Un. W tym przypadku uktad ten przyjmuje postaé:

’ 0 k=13,5,...
3= (14.2)
| k=2,4.6,...

k+1

gdzie bezwymiarowe t; = [;/Y2h, I; jest odlegto$cia od $rodka podprzedziatu, zas h = b - a
jest dlugosciag podprzedziatu; bezwymiarowe #; odnoszone sg do promienia podprzedziatu
Y2h. Z uktadu (14.2) wynika, ze rzedne Czebyszewa polozone sg symetrycznie wzgledem
srodka podprzedzialu, a ich potozenie zalezy wylacznie od liczby rzednych n.

Rozwigzaniem uktadu (14.2) sg liczby algebraiczne. Rozwigzania istniejg tylko dla n
=1,2,34,5, 6, 719 (te same liczby dotyczg warunku, by H; > 0 we wzorach Newtona-
Cotesa). Rozwigzanie dla n =1, 2, 3, 41 5 nie wykracza poza poziom szkoty Srednie;j.
Dla n =61 7 uktad (14.2) sprowadza si¢ do rozwigzania jednego rownania trzeciego
stopnia (patrz zadanie 4), a dla n = 9 — czwartego stopnia. Przy rozwigzywaniu uktadu
(14.2) w pierwszym rzedzie nalezy wykorzysta¢ wtasno$¢ symetrii weztéw ¢;, przez co
liczba niewiadomych zmniejsza si¢ o potowe. Do ich wyznaczenia wystarczy wzigé
roéwnania niejednorodne, dla k parzystych. Rzad doktadnosci wzoréw Czebyszewa m,
réwny maksymalnej wartoSci £ w uktadzie réwnan, dany jest wzorem (6.2).

W tabeli 3 podane sg bezwymiarowe potozenia weztow Czebyszewa t; (i =1, 2, ..., n)
pochodzace z rozwigzania uktadu (14.2) dla poszczegdlnych n, a takze podana jest stata c:

— 2 1 _l N m+l
C—(m+1)!|:m+2 n;li :|

wystepujaca we wzorze na btad metody A, okre§lony wzorem (5.4). Z pomocg tej stalej,
btad catkowania A w jednym podprzedziale wyraza si¢ wzorem:

A= C(h/Z)nHZf(nHI)(n). (143)

Podobnie jak w przypadku wzoréw Newtona-Cotesa, nie jest wskazane stosowanie
wzorow Czebyszewa o wysokich n do catkowania funkcji niebg¢dacych wielomianami.
Najlepsze rezultaty osiaga si¢, stosujac caltkowanie ztozone przy pomocy dwoch pierw-
szych wzoréw. Warto przy tym wiedzie¢, ze przy zastosowaniu catkowania ztozonego
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wzorami Czebyszewa o tym samym rzedzie dokltadnosci, bardziej doktadne sg wzory
o parzystej liczbie rzgdnych. Przy zatoZeniu, Zze w obu przypadkach do obliczen brana
jest ta sama liczba rzgdnych, btad catkowania ztozonego A przy zastosowaniu wzoréw
o nieparzystej liczbie rzednych jest prawie dwukrotnie wigkszy niz w przypadku wzoréw
o parzystej liczbie rzednych (patrz zadanie 2). Wzory Czebyszewa sg nieco dokladniejsze
od wzoréw Newtona-Cotesa o takim samym rz¢dzie doktadnos$ci — patrz zadanie 3.

Tab. 3. Potozenie weztéw #;, rzad doktadnosci m oraz btad A wzoréw Czebyszewa

n m i t; = 1;/V2h Stata ¢
1 1 0 e
1,2 +L=+05774 1
3 135
3 3 1,3 1%210,7071 e

0
4 5 1,4 + 5+ 245 )/15 = £0,7947 2
2.3 +/(5- 275 )15 = 20,1876

JG+ i)z = 20,8325 13

+
544320
2,4 +4/l5 =11 )/12 = £0,3745

3 0
+0,86624681811 1

+0,42251865378 3969000
+ 0,26663540151

L
ago~N oo

+0,88386170075 281

+0,529656 77531 1959552000

+0,32391181046
0

+0,911589307 74 6,063010"°

+0,60101865517

+ 0,528 76178333

+ 0,167 906 184 06
0

wn P

Sl
o~ w©

Gdy dtugos¢ kazdego podprzedziatu jest taka sama i w kazdym podprzedziale zastoso-
wany jest ten sam wzér Czebyszewa o n rzednych, to obliczenie catki jest nastgpujace:
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Xj+hi/2

Iﬂmw z_[ﬂmm Z Zf(p— ZZf@p

J=lx;=h12 n j=1i=1

gdzie p jest liczbg podprzedzialéw, h = (b — a)/p jest dlugoscia jednego podprzedziatu,
n jest liczbg rzgdnych w jednym podprzedziale, x;; jest odcietg i-tego wezta w j-tym
podprzedziale, x; jest odcieta Srodka j-tego podprzedziatu.

Podstawiajac za h = (b - a)/p, otrzymamy ostatecznie:

b
[f(x)dx=(b-a) lelf(x”) (14.4)
a n j=1i

gdzie pn jest liczba wszystkich rzednych wzietych do obliczen. Ze wzoru (14.4) wi-
da¢, ze zastosowanie catkowania ztozonego metodg Czebyszewa sprowadza si¢ do po-
mnozenia $redniej arytmetycznej wszystkich rzednych Czebyszewa przez diugo$c
przedziatu catkowania. Przy dwukrotnym wykonaniu obliczen tej samej catki tym sa-
mym wzorem, lecz o r6znej liczbie podprzedziatéw p; i p,, do otrzymanych wynikéw
mozna zastosowa¢ ekstrapolacje Richardsona.

Blad catkowania zlozonego o jednakowej dlugo$ci podprzedziatéw réwna si¢ A =
ph;, gdzie A jest bledem w jednym podprzedziale, danym wzorem (14.3). Podstawia-
jac za h = (b - a)/p, otrzymamy ostatecznie btad catkowania ztozonego:

A'wm()“fW%m (14.5)

gdzie n O {a, b), a stala ¢ podana jest w tabeli 3.

1
PRZYKEAD 15. Obliczy¢ numerycznie liczbe Tt dang za pomocg calki: %1t = ) o dx/(1 + x%)
za pomoc3 trzykrotnego zastosowania wzoru Czebyszewa o dwéch rzednych.

Rozwiazanie. Liczba podprzedziatéw p = 3, stad dtugo$¢ jednego podprzedziatu h
= (b — a)lp = ', promien podprzedziatu h/2 = 5. Odcigte $rodkéw podprzedziatéw wynosza:
xi=hi2=Y%, xp=x,+h=1, X3=x, +h =7
W kazdym podprzedziale odcigte weztdw oblicza si¢ ze wzoru:
xj = x £ ¥hN3=x;+1/6V3, dlaj=1,23

l:i -xij ylj = 1/(1+X,'j2)
1 0,070 442 0,995 062
21 0,262 892 0,935 356
12 0,403 775 0,859 820
22 0,596 225 0,737744
13 0,737108 0,647 950
23 0,929 558 0,536 458
= 4,712 390

Stad: = 4010(4,712390 = 3,141 593.



Catkowanie numeryczne

Dla poréwnania doktadna warto$¢ T1= 3,1415926..., a wi¢c otrzymaliSmy wynik z doktadno-
$cig do szeSciu miejsc po przecinku. Podobne obliczenie wykonane przy pomocy jedno-
krotnego zastosowania wzoru Czebyszewa o szeSciu rzednych daje warto$¢ 11 = 3,141 610,
ktora jest gorsza od poprzedniej. Nalezy przyjac to za regule. Zwykle przy catkowaniu
funkcji niebedacych wielomianami, wzory o wysokich n (wysokich rzgdach dokladnosci)
dajg gorsze wyniki niz calkowanie ztozone o niskich rzedach doktadnosci, tj. o matej
liczbie rzednych w jednym podprzedziale.

Bledu metody nie bedziemy tu szacowali, gdyz wyraza si¢ za pomocg czwartej pochod-
nej funkcji podcatkowej, ktdrej obliczenie jest ktopotliwe.

UWAGA. Podawane w literaturze okrgtowej potozenie rzednych Czebyszewa dla 8, 10,
12 i wigcej liczby rzednych odpowiada faktycznie potozeniu rzednych, jakie otrzyma-
my przy dwukrotnym stosowaniu wzoru Czebyszewa o 4, 5, 6 itd. rzednych. Najlepsze
jednak rezultaty (patrz Przyktad 15) uzyskuje si¢ stosujac po dwa rzedne Czebyszewa
w kazdym podprzedziale.

Zadania

1
1. Obliczyé catke J = |, xdx/(1+x) za pomocg 3-krotnego zastosowania wzoru Czebysze-
wa o dwoch rzgdnych.

Rozwigzanie. Odcigte rzednych podane sag w przyktadzie na s. 63 — potozenie
rz¢dnych jest bowiem niezalezne od calkowanej funkcji.

U X;j i = X/ (1 + x;)
11 0,070442 0,065 806
21 0,262 892 0,208 166
12 0,403 775 0,287 635
22 0,596 225 0,373522
13 0,737 108 0,424 331
23 0,929558 0,481 747
2= 1,841 207

Stad, J = 1[1’/6 (1,841 207 = 0,306868. Dla poréwnania doktadna warto$¢ catki J =1—1n2
= 0,306 853. W obliczeniu numerycznym doktadne sg wigc 4 pierwsze cyfry po przecin-
ku. Btad wynosi A = 0,306 853 - 0,306 868 = —0,000 015.

Btad oszacujemy wg wzoru (14.5). Rzad doktadnosci zastosowanego wzoru m = 3.
Funkcja podcatkowa fix) = x/(1+x)=1-1/(1+x)=1-(1 + x)"%. Obliczanie jej po-
chodnych jest proste. Czwarta pochodna f(4)(x) = (=2)(=3)(=4)(1 + x)° = =24/(1 + x)°.
W przedziale catkowania f @(x) O (-24, -0,75). Zatem btad A réwna sig:

4, \5
A= é(i) Gj (~24,-0,75) = (~0,000 069, - 0,000 002)

Widzimy, ze btad A zawiera si¢ w przedziale biedu.
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Dla poréwnania, gdy podang catke obliczymy za pomocg 2-krotnego zastosowania
wzoru Czebyszewa o trzech rzednych, otrzymamy wynik J = 0,306880. Blad wynosi
teraz A = 0,306853 — 0,306880 = —0,000027; jest zatem wigkszy 27/15 = 1,8 raza, niz
w poprzednim przypadku. Zgodne jest to z rozwazaniami teoretycznymi podanymi
w zadaniu 2.

. Zbada¢ bledy catkowania dla wzoréw Czebyszewa dla n =21 3 oraz 41 5.

Rozwigzanie. Wzory Czebyszewa dla n =2 i 3 majg ten sam rzad doktadnosci
m = 3. Blad w jednym przedziale dla n = 2 dany jest wzorem (14.3):

Dy = =55 (h12)5F D),

adlan =3 wzorem:

Dg = Y50 (h12)°F ().

Biorac stosunek obydwu btedéw oraz zakladajac, ze dlugos¢ przedziatu h oraz punkt n
w obu przypadkach sg takie same, otrzymamy:

Ds/A, = ¥, = 35 = 0,375.

Blad A; jest mniejszy od Ay, czyli wzor o trzech rzg¢dnych jest doktadniejszy, niz wzér
o dwdch rzednych w przedziale o takiej samej dtugosci. Analogicznie, wzory 0 41 5
rzednych maja ten sam rzad doktadnosci m = 5. Stad:

As/D g = Fepnzao %= 0,508.

Sprawdzmy, jak bedg wygladaty bledy obliczen catkowania ztozonego o tej samej liczbie
rz¢dnych i tej samej dtugos$ci przedziatu catkowania dla wzoréw on =21 3. W takim
przypadku wystarczy wzig¢ najmniejszg wspolng wielokrotnosc, tj. pn = 6. Wystarczy
wigc porownac btad catkowania ztozonego dla trzech podprzedzialéw po dwie rz¢dne
i dla dwéch podprzedzialéw po trzy rzedne. Biad calkowania ztoZzonego okre$la wzor
(14.5). W takim przypadku stosunek btedéw wyrazi si¢ wzorem:

Ds/Dy = B0 [13,)% = 1,9.

Btad Aj jest wigkszy od bledu A, prawie dwukrotnie, czyli wzdr o trzech rzednych przy
catkowaniu ztozonym jest mniej doktadny, niz wzér o dwéch rzednych w przedziale
catkowania o takiej samej dtugosci.

Analogicznie, wzory o 4 i 5 rzgdnych maja ten sam rzad doktadnodci m = 5. Naj-
mniejsza wspdlna wielokrotnos¢ pn = 20. Stad:

Ds/Dg = Fhsaszo P 11%,)°% = 1,94.

Podobnie jak poprzednio, catkowanie ztozone o nieparzystej liczbie rzednych daje btad
prawie dwukrotnie wiekszy, niz catlkowanie zlozone o parzystej liczbie rzednych. Do
catkowania ztozonego nie nalezy wigc stosowa¢ wzoréw Czebyszewa o nieparzyste]
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liczbie rzednych — wniosek podobny, jak w przypadku wzoréw Newtona-Cotesa, gdzie
nie nalezy stosowa¢ wzoréw o nieparzystej liczbie krokéw w jednym podprzedziale.

. Uzasadni¢, ktéry ze wzoréw jest doktadniejszy: wzor Simpsona czy wzor Czebyszewa
o dwoch rzednych.

Rozwiagzanie. Dla poréwnania wezmy podprzedzial o dlugosci £, jednakowy
w obu przypadkach. Btad obliczen dla jednego podprzedziatu wyraza si¢ wzorem:

B ==hd £ == (& rom) wz6r Simpsona,
A= é (12L)5 (1)) wz6ér Czebyszewa o dwoch rzednych.

Biorgc stosunek obydwu btedéw oraz zakladajac, ze punkt n w obu przypadkach jest
taki sam, otrzymamy, ze blad wzoru Czebyszewa stanowi —% blgedu wzoru Simpsona,
czyli jest przeciwnego znaku, niz btad wzoru Simpsona.

Podobnie wzor Newtona-Cotesa i wzor Czebyszewa o czterech rzednych maja ten
sam rzad doktadnos$ci m = 5. Blgdy tych wzoréw wyrazaja si¢ wzorami:

A= —ﬁhdﬁf@(ﬂ) = —% ({})7 £Om wz6r Newtona-Cotesa,
= aos ( ) £Om wzér Czebyszewa o dwéch rzednych.

Biorac stosunek obydwu bledéw oraz zaktadajac, ze punkt N w obu przypadkach jest
taki sam, otrzymamy, Ze:

945 7~
42525 8 2

A=-

32
~2=-071.-

btad wzoru Czebyszewa stanowi = —71% bit¢du wzoru Newtona-Cotesa. Widzimy, ze
wzory Czebyszewa sa doktadniejsze od wzoréw Newtona-Cotesa o takim samym # (ta-
kim samym rzedzie dokladnosci), lecz blad jest przeciwnego znaku, tzn. jesli wzor
Newtona-Cotesa daje wynik z niedomiarem, wzér Czebyszewa da wynik z nadmiarem.

. Uktad (14.2) wyznaczajacy polozenie rzgdnych Czebyszewa dla n = 61 7 przyjmuje postac:

Dol = k=2,4,6

i=1 +
Sprowadzi¢ ten uktad do jednego réwnania trzeciego stopnia.
Rozwiazanie. Uwzgledniajac, ze rzedne polozone sg symetrycznie wzgledem
$rodka przedziatu catkowania, otrzymamy:

3
Dot = k=2,4,6
p 2(k+1)

Gdy jest 7 rzgdnych, $rodkowa rzgdna znajduje si¢ w Srodku przedziatu, dla ktérej #, =
0. Wprowadzajac nowa zmienng y; = #7, jawna posta¢ ukladu jest nastepujaca:
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)’12+ )’22+ )’32: oy,
y13 + y23 + y33 =0y,
yi tys ty3 =ds

gdzie:
o, = n/6,
o, = n/10,
o3 = n/14.

Réwnania powyzsze sg rodzajem wzoréw Viete'y, znanych ze szkoty, wigzacych pier-
wiastki rOwnania trzeciego stopnia z jego wspétczynnikami:

Y +by*+cy+d=(y—y)(y-y)(y -y =0. (14.6)
Sa one nastepujace:

y1+y2+ys=-b,

Y2+ ywystyy3 =,

yyays =—d.

Z pierwszego rownania wynika natychmiast:
b=-qj.

Pozostate dwa wspodlczynniki ¢ i d musimy wyrazi¢ za pomoca sumy kwadratéw i su-
my szeScianOw pierwiastkéw. Podnoszac do kwadratu sume pierwiastkéw, otrzymamy:

o =a, + 2c,

co prowadzi do wzoru:
¢ =Y(0f - ay).

Z kolei podnoszac do sze$cianu sume pierwiastkéw, otrzymamy:
as = 30,0, - 205 - 6d,

co prowadzi do wzoru:

d = Boy0, — 205 — a)/6.

Dla n =6:

a; =1 b=-1,

ay = 0,6 C = 0,2,

O3 = 3/7 d= _1/105.
Dlan="7:

a, = 7/6 b=-7/6,

o, =0,7 Cc= 119/360:

O3 = 1/2 d= _149/6480-
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Rozwigzaniem réwnania (14.6) sa liczby algebraiczne, podane w tabeli3 dlan =617.
Przebieg wielomianéw (14.6) pokazany jest na rys. 7. Warto zwrdci¢ uwage, ze wie-
lomian dla n = 7 nie przechodzi przez zero, cho¢ czwarty wezet znajduje si¢ w tym
punkcie (t4 = 0).

0,04
F n==6 /
0,02
/ 02 0.4 0,6 / 08
0,02

y="t

T~ . . L . 1
/ 02 N ) /)'8
-0,02

-0,04

Rys. 7. Wielomiany trzeciego stopnia wyznaczajace potozenie
rzednych Czebyszewa (odcicte ) dlan =617

§ 15. Metoda prostokatow

Sposréd wzoréw Czebyszewa na szczegdlng uwage zastuguje wzér o n = 1, stosujacy
tylko jedna rzedng w $rodku kazdego podprzedziatu. Catkowanie funkcji w obrgbie
jednego podprzedzialu wyglada nastepujgco:

Ty(x)dx:hy+A, (15.1)

gdzie y jest wartoscig funkcji podcatkowej w §rodku przedziatu catkowania x = Y2(a +
b). Ze wzoru wida¢, ze warto$¢ catki réwna si¢ polu prostokata o bokach & oraz y
(rys. 8) — stad nazwa tego wzoru. Z rysunku wida¢, ze btad metody prostokatéw A
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(pole zakreskowane pod styczng do krzywej) jest o polowe mniejsze od pola nad
sieczna, przedstawiajacego btad metody trapezéw.

y A

-
b
e e
—

a b
™ x

h

Rys. 8. Interpretacja geometryczna wzoru prostokatéw i btedu metody A

Btad metody prostokatéw dla jednego podprzedziatu wyraza si¢ wzorem:
_ 13
A=l P, (15.2)

gdzie n O {(a, b).

W praktyce zawsze stosuje si¢ catkowanie ztozone. Dzielgc przedziat catkowania
(a, b) na dowolna liczbe podprzedzialéw p o jednakowej dlugosci £, tatwo jest otrzymacé
ze wzoru (15.1) wzor na catkowanie ztozone metodg prostokatow:

b P
jf(x)dx:th,- +A, (15.3)

gdzie h = (b - a)/p jest dlugoscia podprzedzialéw, p jest liczba podprzedziatow, y; sa
rzednymi funkcji podcatkowej w srodku podprzedziatéw, A jest btedem metody. La-
two zauwazy¢, ze catkowanie metodg prostokatow jest réwnoznaczne z aproksymacija
funkcji podcatkowej krzywa schodkowg (histogramem), o statej szerokosci paskow.
Btad A przy catkowaniu ztozonym otrzymamy, sumujgc btedy dla poszczegdlnych
podprzedziatéw dane wzorem (15.2). Po tatwych rachunkach otrzymamy:
A=L(b-a)h’fPm, (15.4)
gdzie n O (a, b). Wzbr prostokatéw ma ten sam rzad doktadnosci co wzér trapezéw,
jednak ma dwukrotnie mniejszy biad niz metoda trapezéw, lecz przeciwnego znaku.
Poprawka dla metody prostokatéw wyraza si¢ wzorem:

A, =Ly, —By,), (15.5)

gdzie Ay,,; oraz Ay, sg réznicami na koficach przedziatu catkowania:
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Ayp = f(b + h) - f(b),
Ayo = fla) - fla = h).

Metoda prostokgtéw jest prostsza niz metoda trapezéw, jednak wymaga wigcej rachun-
kéw, gdy chcemy zastosowaé ekstrapolacje Richardsona (zmniejszajgc krok catkowa-
nia dwukrotnie, w metodzie prostokatéw przy ponownym catkowaniu nie powtarzaja
si¢ rzedne z poprzedniego catkowania).

Zadania

1. Na ile krokéw p nalezy podzieli¢ przedzial catkowania, aby obliczy¢:

2
In2 =] dxlx

z doktadno$cia do sze$ciu miejsc po przecinku za pomoca:

a) metody trapezow,

b) metody Simpsona,

¢) metody prostokatow.
Obliczenia wykona¢ bez stosowania poprawek, a nastgpnie — z uwzglednieniem popra-
wek.
Rozwigzanie. Musimy wykorzysta¢c w tym celu wzory na btad catkowania zto-
zonego z jednakowym krokiem d. Dla metody trapezéw dany jest wzorem (7.8), dla me-
tody Simpsona — wzorem (8.5), a dla metody prostokatéw — wzorem (15.4). Uwzgled-
niajac, ze pd = b—a = 1, stad krok catkowania d = 1/p. Zatem liczba niezbednych kro-
kéw do obliczenia catki z zadang doktadno$cig wynosi:

a) p?>y@/124, b) p* > y*/1804, c) p?>y@24n.

Btad A jest zadany, réwny A = 0,5010°. By znalez¢ liczbe krokéw, musimy oszacowaé
druga i czwartg pochodng w przedziale catkowania, co w tym przypadku jest tatwe:
y@ < 2, za§ y* < 24. Mamy wigc: a)p>577 b)p>23 ) p>408.

Poprawka wzoru trapezéw dana jest wzorem (9.2), wzoru Simpsona — wzorem
(9.3), a wzoru prostokatéw — wzorem (15.5). Poprawki wynosza % i 5%; sg przeciwnego
znaku do y@ i y®. Otrzymamy zaleznosci:

a) p>{[y? + (v, — yn)]/12A} 2 = (1,25/120) Y%= 457,
b) p>{™ + (", - y"0)]/180A} V4 = (18,375/180A) Y4 = 22.

Dla metody prostokgtéw p > 457/v2 = 323. Wida¢ duzg skuteczno$¢ metody Simpsona.
2. Calke:

w2
J:j.o (sinx)/xdx

obliczono kilkoma metodami:
a) metoda Simpsona z krokiem d = "4 otrzymano wynik J = 1,370762 216,
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b) metodg prostokgtéw z krokiem d = ", otrzymano wynik J = 1,370 866 345,
¢) metoda prostokatow z krokiem d = /gy otrzymano wynik J = 1,370788211.

Poda¢ wartosci doktadniejsze uwzgledniajac poprawki.

d) Poda¢ warto$¢ doktadniejszg powyzszej calki, stosujgc ekstrapolacje Richardsona

do wynikéw w punkcie b) i c).

W skazdwka. Poprawka dla wzoru prostokatow dana jest wzorem (15.5). Uwzgle-
dnienie jej nie nastr¢cza klopotéw — wystarczy obliczy¢ réznice zwykle na koncach
przedzialu catkowania. Podobnie jest z ekstrapolacjg Richardsona — korzystamy ze
wzoru (9.4), w ktérym m = 2.

Trudniej jest okre$li¢ poprawke dla wzoru Simpsona — wzdr (9.3); wyraza si¢ on
bowiem za pomocg trzecich pochodnych, ktére w tym przypadku wyrazajg si¢ zawitym
wzorem. W tej sytuacji fatwiej oprze¢ si¢ na trzecich réznicach centralnych funkcji pod-
catkowej. W tym celu musimy mie¢ dwie dodatkowe wartosci funkcji przed poczatkiem
przedziatlu catkowania i za koficem przedziatu. Gdy to zrobimy, okaze sig, ze trzecie 16z-
nice centralne &%, = 8%, = 0, czyli, ze poprawka wzoru Simpsona jest réwna zeru.

Odpowiedz:
a) J =1,370762 216,
b) J=1,370762178,
c) J=1370762169,
d) J=1,370762 166.

Warto$¢ doktadna J = 1,370762168... Zwraca uwagg, jak skuteczna jest poprawka
w metodzie prostokgtéw. Ta sama uwaga dotyczy tez metody trapezéw.

. Obliczy¢ calke:

W2
J :j. Insinxdx
0

za pomocg wzoru trapezéw z poprawka, przyjmujac krok catkowania d = 1012

Wskazdwka. Powyzsza caltka ma osobliwos¢ w punkcie x = 0, ktérg tatwo mozna
usuna¢, stosujac proste przeksztalcenie:

sin x
dx .

w2 w2
J = jlnxdx+j In
0 0 X

Pierwsza catke mozna tatwo obliczy¢ analitycznie, stosujac calkowanie przez cze¢sci,
druga jest catka wtasciwa, tatwa do obliczenia numerycznego.

Odpowiedz: J=-1088793.

Warto$¢ doktadna J = 1,088793045... (= —Y21in2).

Inng mozliwos$¢ obliczenia catki wyjsciowej jest zastosowanie catkowania przez czesci:
w2 w2

. . /2 X
J.lnsmxdx:)clnsmx‘0 - | —dx.
s v tgx
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Pierwsze wyrazenie znika, zatem:

2 2
J. Insinxdx = - [ - dx.
s v tgx
Otrzymali$my catke regularna, tatwg do obliczenia numerycznego. Co prawda w zerze
wystepuje nieoznaczonos¢ typu 0/0, ale jest to tzw. nieciagtos¢ usuwalna. Warto$¢ w tym
punkcie réwna si¢ granicy, ktdrg najlepiej otrzymac z dziatan na matych liczbach. Stad
w zerze warto$¢ funkcji wynosi x/x= 1.

§ 16. Wzory Gaussa

We wzorach Gaussa nie naktada si¢ zadnych ograniczen na wezlty ani na mnozniki,
dzigki czemu uzyskuje si¢ wzory o najwigkszym mozliwym rzgdzie doktadnosci przy
danej liczbie rzednych branych do obliczen catki. W uktadzie (5.3) spetniona jest wte-
dy maksymalna liczba réwnan, co zapewnia maksymalny rzad doktadnosci m.

Podobnie jak we wzorach Czebyszewa, we wzorach Gaussa stosuje si¢ numeracj¢
weztéw od 1 do n, gdzie n oznacza liczbe rzednych w obrebie jednego podprzedzia-
tu, branych do obliczenia calki. Funkcja podcatkowa nie moze by¢ zadana tabela-
rycznie, natomiast moze by¢ zadana wykreslnie lub analitycznie.

W celu okre$lenia og6lnego wzoru (5.8) na catkowanie, z uktadu (5.3) musimy wy-
znaczy¢ bezwymiarowe odci¢te f; oraz bezwymiarowe mnozniki H; dla danej liczby
rzg¢dnych n stosowanych do obliczenia catki. Bez rozwigzywania tego uktadu wiadomo,
ze mnozniki maja przebieg symetryczny, a wezly polozone sa symetrycznie wzgledem
srodka danego podprzedziatu. Gdy n jest nieparzyste, jedna rzgdna wypada w §rodku pod-
przedziatu. Latwo jest ustali¢, ze rzad doktadnosci wzoréw Gaussa wynosi m =2n — 1.

Uktad (5.3) jest nieliniowy. Stad bardzo trudno rozwigza¢ go zwyklymi metodami
dla n > 3. Jego rozwigzanie mozna radykalnie uprosci¢, poniewaz istnieje mozliwos¢
wyznaczenia potozenia weztéw f; niezaleznie od uktadu, opisane w § 4. Znajac potoze-
nie weziéw 1, wyznaczenie mnoznikéw H; nie przedstawia juz wigkszych trudnosci.
Wystarczy wzia¢ w tym celu n pierwszych réwnan z uktadu (5.3), ktére ze wzgledu na
H; s liniowe, tatwe do rozwigzania. Tak wyznaczone wezly f; oraz mnozniki H; spet-
niaja wszystkie 2n réwnan uktadu (5.3).

Mozna wykaza¢, ze wezty ¢, spetniajace uktad (5.3), sg pierwiastkami wielomianu
Legendre'a n-tego stopnia P,(?), ktéry ma n pierwiastkéw rzeczywistych w przedziale
(-1, 1), potozonych symetrycznie wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Gdy wezly t; sg pierwiastkami wielomianu Legendre'a P,(f), a mnozniki H; (i =1, 2,
..., n) sa wyznaczone z uktadu (5.3), wzdr (5.8) nazywa si¢ wzorem Gaussa-Legendre'a.

Tabela 4 podaje potozenie weztéw 7; oraz mnozniki H; wzoréw Gaussa-Legendre'a
dla liczby rzednych n = 1+10 w przedziale catkowania. Podany jest takze rzad do-
ktadnos$ci wzoréw m oraz stata ¢ we wzorze na btad metody A, dany wzorem (4.2).
Stalg t¢ mozna wyrazi¢ tez bezposrednio, jako funkcje n:
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22n+1 (n !)4
()P 2n+1)

Tab. 4. Polozenie weztéw t;, mnozniki H;, rzad doktadnosci m oraz btad A
wzoréw Gaussa-Legendre'a

n m t;= il,/l/zh H,’ Stata ¢
111 0 1 Vs
L =+0,5774 L 1
2|3 J3 V2 135
3|5 V0,6 = 0,7746 5/18 1
0 8/18 15750
15+2 18-+/30 I
4 |7 15+2730 30 =0,8611 ———=0,1739 3472875
3 72
- 18 ++/30
15-2430 _ 03400 — =032l
35
35+24/70 3,22-0,13J70 I S
5|9 35+2J70 =0,9062 —  =01185 1237 732 650
63 18
_ 3,22 +0,13J70
35200 o orgs | SREOINTO a0
63 18
5,12 _
0 25 =0,2844
6 | 11 0,932 469514 203 0,085 662 246 190 1/648984 486 150
0,661 209 386 466 0,180 380 786 524
0,238 619 186 083 0,233 956 967 287
7 | 13 0,949 107 912 343 0,064 742 483085 2,127432385110™
0,741531 185599 0,139 852 695 745
0,405 845 151 377 0,190 915 025 253
0 0,208 979591 837
8 | 15 0,960 289 856 498 0,050 614 268 145 2,224 7658911078
0,796 666 477 414 0,111 190517 223
0,525532 409916 0,156 853322939
0,183434 642 496 0,181 341 891 689
10 | 19 0,973906 528517 0,033335672155 1,202510547010%
0,865 063 366 689 0,074 725674575
0,679409 568 299 0,109543 181 258
0,433395394 129 0,134 633359 655
0,148 874 338982 0,147 762 112 358
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Dane dla wigkszej liczby rzednych, az do n = 96, mozna znalez¢ w [1] (w tablicach
tych mnozniki w; = 2H;). Dla n = 11 2 wzory Gaussa-Legendre'a sa identyczne ze wzo-
rami Czebyszewa (dla n = 1 jest to wzor prostokatow). Wszystkie mnozniki H; sg do-
datnie, co jest korzystne dla obliczen. Chociaz stala ¢ we wzorze na btad bardzo szyb-
ko maleje ze wzrostem n, co wida¢ w tabeli 4, bez poréwnania szybciej niz we wzorach
Newtona-Cotesa i wzorach Czebyszewa, to jednak réwniez i tutaj wskazane jest stoso-
wanie catkowania ztozonego przy uzyciu wzoréw o niezbyt duzym n (liczbie rzednych
w podprzedziale), gdy catkuje si¢ funkcje niebedace wielomianami.

Mnozniki rzednych mozna znalez¢ analitycznie, z omini¢ciem uktadu réwnan (5.3),
korzystajac ze wzoru (4.5). Gdy 6 = 1, wielomianami ortogonalnymi w przedziale (-1,
1) s3 wielomiany Legendre'a P,(x). Stad we wzorze (4.5) musimy wpierw przej$¢ na
catkowanie wzgledem bezwymiarowej zmiennej ¢, stosujac podstawienie x = ¥2ht:

a,  yh
anl n( ) (t)

Zatem bezwymiarowe mnozniki H; = M;/h, dane s3 wzorem:

M, = jPZ ®dt, i=12,....n

— a}l L J—
H, =3 IO ()j P .(Ddt,  i=12,..n. (16.1)

Z whasnoéci dyskutowanych w § 26 wynika, ze catka z P3_; réwna si¢ 2/(2n - 1), za$
wspotczynnik wiodacy wielomianéw Legendre'a (patrz zadanie 5 na s. 173) réwna si¢:

0 :1(2;1)5 1 (2n)!_ (16.2)
2"\ n 2" (n!)?

Stad a,/a,-1 = (2n — 1)/n. Podstawiajac te state do wzoru (16.1), otrzymamy:
H, = ;
AL

Problemem jest uproszczenie mianownika. W tym celu musimy wykorzysta¢ wzory re-
kurencyjne dla wielomianéw Legendre'a. Wzoréw tych jest wiele. Jednym z nich jest:

i=1,2,...,n.

(1-1)P, =nP,1 - ntP,,

dany wzorem (26.9). Podstawiajac ¢ = f;, otrzymamy:
(1= tAPy(t) = nP, (1)),

gdyz P,(t;) = 0. Ostatecznie otrzymamy prosty wzor:

1

H.:(—)i, i=1,2,...,n, 16.3
i l_tiz ])nIZ(tl) ( )
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ktéry jeszcze raz podkresla, ze wszystkie mnozniki rzgdnych, bez wzgledu na ich licz-
be, sa dodatnie. Mnozniki w profesjonalnych tablicach obliczane sa wg powyzszego
wzoru. Cho¢ wzdér jest zwarty, to jednak obliczenia mnoznikéw sg pracochtonne,
zwlaszcza dla n > 5. Dlatego trzeba je tablicowaé. Identyczne wyniki otrzymuje si¢
z uktadu (5.3).

Wzory Gaussa nadajg si¢ do catkowania ztozonego. Gdy dlugos$¢ kazdego pod-
przedziatu jest taka sama i w kazdym podprzedziale zastosowany jest wzor Gaussa o tej
samej liczbie rzgdnych n, to obliczenie calki jest nastepujace:

x;+h/2

jf(x)dx => [fodx= B S H ().

J=Lx;=hi2 J=1 =l

gdzie p jest liczbg podprzedzialéw, h = (b — a)/p jest dlugoscia jednego podprzedziatu,
n jest liczbg rzgdnych w jednym podprzedziale, x;; jest odci¢tg i-tego wezta w j-tym
podprzedziale, x; jest odcieta srodka j-tego podprzedziatu.

Przy dwukrotnym wykonaniu obliczen tej samej calki i tym samym wzorem, lecz
o réznej liczbie podprzedziatéw p; i p,, do otrzymanych wynikéw mozna zastosowac
ekstrapolacje Richardsona. Dostanie si¢ w ten spos6b znacznie doktadniejszy wynik.

PRZYKEAD 16. Obliczy¢ numerycznie liczbe Tt dang za pomocg calki: %1t = ) (1) dx/(1 + x%)
za pomocg dwukrotnego zastosowania wzoru Gaussa o trzech rzednych.

Rozwigzanie. Liczba podprzedziatéw p = 2, stad dlugos¢ jednego podprzedziatu h
= (b — a)/p = Y, promieh podprzedziatu 4/2 = v4. Odciete srodkéw podprzedzialéw wynosza:
X1 = W2 =Y, x, =x, + h =%. Odcigte w¢ztéw i mnozniki w podprzedziatach sg nastepujace:

X=X = 1/2h\/0,6:)€/ _%\/0,6, Hl:5/18,

X2j = X, H,=28/18,
X3j = Xj +%\/0,6, H3=5/18
Wspdlny mianownik mnoznikéw mozna wyciagnaé przez znak sumy.
i Xij yi =U(1+x) | H, Hiy;
11 Y4 —V(3/80) 0,996 834 6 5 4,9841732
21 Ya 0,9411765 8 7,5294118
31 Y4 ++(3/80) 0,835544 3 5 4,1777217
12 % —V(3/80) 0,7636349 5 3,8181747
22 % 0,64 8 512
32 % +(3/80) 0,5289679 5 2,6448397
>=| 28,2743211

Stad m=400[¥,5[28,274321 1 = 3,141 5912.

Doktadna warto$¢ 1t = 3,1415926... Uzyskany wynik jest mniej doktadny niz w przy-
ktadzie na s. 63, gdzie do obliczenia tej samej catki zastosowano trzykrotnie wzor Cze-
byszewa o dwdch rzgdnych, identyczny ze wzorem Gaussa o dwéch rzednych. Jak widac,
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zastosowanie wzoru o wyzszym rzedzie doktadnos$ci nie polepszyto wyniku. Podobne
obliczenia, wykonane przy pomocy jednokrotnego zastosowania wzoru Gaussa o szesciu
rzednych, daje duzo lepsza warto§¢ 1 = 3,1415926, odwrotnie niz w metodzie Czeby-
szewa. Wydaje si¢ jednak, ze ze wzgledu na prostote i skuteczno$¢ obliczen najlepiej
jest ograniczy¢ si¢, przy calkowaniu niewielomianéw do dwdch pierwszych wzoréw
Gaussa, identycznych ze wzorami Czebyszewadlan =11 2.

Stosowanie catkowania ztozonego z zastosowaniem wzorow o niskich rzedach do-
ktadnosci jest najbardziej efektywnym sposobem catkowania, tzn. pozwalajacym uzyskaé
doktadny wynik przy najmniejszej liczbie rzednych. W celu zwigkszenia doktadnosci ob-
liczen znacznie lepiej jest powtorzy¢ obliczenie z krétszymi podprzedziatami catkowania
1 zastosowac ekstrapolacje Richardsona niz stosowaé wzory o wysokich rzedach doktad-
nosci. Skuteczno$¢ ekstrapolacji Richardsona pokazana jest w przyktadzie na s. 45.

Zadania
1. Stosujac dwukrotnie wzor Gaussa o trzech rzgdnych obliczy¢ catke:
J =1, @+20)"2dx.
Odpowiedz: J=1,398718. Wartos¢ doktadna wynosi:
J=(1+20%2|, = V3~ 14 =1,398717.

Widzimy, Ze ostatnia cyfra jest niedoktadna o jedno miejsce dziesigtne.

2. Stosujac dwukrotnie wzér Gaussa o trzech rzednych, obliczy¢ catke:

x
:J' x
v 2+cosx

Odpowiedz: J=3471945. Wartos¢ dokladna wynosi 3,472980... Widzimy, Ze
juz trzecia cyfra dziesi¢tna jest niedoktadna. Mala doktadno$¢ wynika z dos¢ dtugich
podprzedziatéw, réwnych %1 GdybySmy podwoili liczbe podprzedziatéow, czyli
skrécili dlugosci podprzedzialéw o potowe, otrzymalibySmy wynik J = 3,472 966, ktéry
ma doktadne cztery cyfry dziesi¢tne.

3. Znalez¢ doktadniejsza wartos¢ calki z zadania 2 w oparciu o ekstrapolacje Richardsona.
Rozwigzanie. Rzad doktadno$ci wzoru Gaussa o trzech rzgdnych w przedziale
wynosi m = 5. Doktadniejszg warto$¢ okresla wzor (9.4). Podstawiajac J, = 3,471945,
J,=3,472966, o =2, o” =32, otrzymamy:

J:Q+ﬁiﬁ:w%+§@igﬁzw%9

(do wzoru mozna podstawi¢ jedynie cyfry rézniace si¢). Tak wigc doktadniejsza war-
tos¢ catki réwna si¢ J = 3,472999.
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4. Obliczy¢ pole powierzchni pod krzywa zdefiniowana réwnaniem:

y =xtg[(1-x)T02] = x/tgx10/2

w przedziale od x = 0 do x = 1. Obliczenie wykona¢ za pomoca:

a) wzoru Simpsona, przyjmujac krok catkowania d =0,2 w polaczeniu z usrednio-
nym wzorem 5-8,

b) wzoru prostokatéw z poprawka, przyjmujac 4 = 0,2,

¢) wzoru Gaussa o trzech rzednych.

UWAGA. Dla x = 0 wystgpuje symbol nieoznaczony typu 0/0. Warto§¢ w tym punkcie

nalezy obliczy¢ jako granice¢ lub jako dziatania na wielkoSciach nieskonczenie matych.

Dla nieskonczenie matego x rzedna y = x/x102 = 2/TL

Odpowiedz: a) 0441344, b) 0,441235, c) 0,441305, doktadna warto$¢ 0,441271.

. Obliczy¢ pole powierzchni pod krzywa zdefiniowang réwnaniem:

y=5{1-[1-(z/D)]®}

w przedziale od z = 0 do D za pomoca wzoru Gaussa o mozliwie matej liczbie rz¢dnych .
Rozwigzanie. Mamy obliczy¢ catke:

A=[]5(1-[1 - (D)} dz.

gdzie A jest polem powierzchni pod zadang krzywa. Podstawiajac z/D = x, otrzymamy:

A=5D[)[1- (1 -x)%dx.

Funkcja podcatkowa jest wielomianem trzeciego stopnia. Zatem do obliczenia caltki
wystarczy wziaé 2 rzedne, potozone w punktach x;, = ¥2(1 + 1/¥/3). Sama catka réwna
si¢ Y2(yy + y») = %, co daje A = 334D.

. Obliczy¢ catke:

/4

d.
I 7

Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa ma asymptot¢ pionowa w zerze, dlatego nie
da si¢ jej obliczy¢ wzorami dla funkcji regularnych. Musimy zastosowa¢ podstawie-
nie usuwajace osobliwos¢. Podstawmy za tgx = 12 Stad dx/cos’x = 2tdt. Ale 1/cosx =
1+ tg’x =1+ t*. Podstawiajac do catki, otrzymamy catke regularna:

J =

1

1 2
J:Icoszdet:j 2
1+1¢
0 0

dt,

ktéra monotonicznie maleje od 2 do 1. Calkujac metoda Gaussa w dwéch podprzedzia-
fach po 3 rzedne, otrzymamy J = 1,7339476. Doktadna warto$¢ J = 1,73394597...
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Wynik jest doktadny do 5 cyfr dziesi¢tnych. Gdy zastosujemy cztery podprzedziaty po
3 rzedne, otrzymamy J = 1,733946 0, prawie doktadny do 6 cyfr dziesigtnych.

. Obliczy¢ calke:

1 dx
J=| ——.
!-Jx(1+x)
Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa ma asymptot¢ pionowg w zerze. Osobli-
wos¢ usuniemy, stosujac podstawienie Vx = 2. Otrzymamy calke:

J:I 2 dt =2arctg 1 =1,
) (1+1%)
ktora daje si¢ obliczy¢ analitycznie.

. Stosujac dwukrotnie wzor Gaussa o trzech rzgdnych obliczy¢ catke:

1
J:J~ arctgxdx-

0 X

Odpowiedz: J=0,9159656. Wartos¢ doktadna wynosi J = 0,915965594... Obie
wartosci sg praktycznie identyczne, gdyz funkcja podcatkowa jest regularna, mono-
tonicznie maleje w przedziale calkowania w niewielkim zakresie, od wartoéci 1 w ze-
rze, do warto$ci 0,785 w punkcie x = 1. Usuwalna nieciagtos¢ w zerze nie zaktdca prze-
biegu funkcji.

. Stosujgc dwukrotnie wzér Gaussa o trzech rz¢dnych obliczy¢ catke:

1 .
arcsinx
J Zj dx

X

Rozwiazanie. Mimo podobienstwa do catki z zadania 5 przebieg funkcji pod-
catkowej jest teraz zupetnie inny. Funkcja podcatkowa zmienia si¢ od wartosci 1 w ze-
rze, gdzie wystepuje niecigglo$¢ usuwalna, do wartosci ¥2Ttw punkcie 1. Przebieg jej
jest elipsopodobny, tzn. na poczatku przedzialu wystgpuje styczna pozioma, a na
koncu — pionowa. Pochodna tej funkcja ma wigc osobliwos¢. Aby ja scatkowac, musi-
my wpierw usung¢ osobliwos¢ przez odpowiednie podstawienie.

Zastosujmy podstawienie x = 1 — #°. Zatem dx = —2tdt. Stad otrzymamy:

J= J'arcsm(l—t )2tdt

Przebieg funkcji podcatkowej pokazany jest na rys. 9. Jak wida¢, jest ona teraz regu-
larna, zapewni wynik o duzej doktadnosci.

Odpowiedz: J=10887919. Wartos¢ doktadna wynosi J = 1,0887930... Obie
wartosci sa praktycznie tozsame, czego nalezato si¢ spodziewac.
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2
1,8 1
1,6 1
1.4 1
1,2 1
1
0.8 1
06 1
0,4 1
0,2 1
0 t

1

0 02 0.4 06 08
Rys. 9. Wykres funkcji podcatkowej po zamianie zmiennej

§ 17. Calkowanie w bazie Czebyszewa
Proste rachunki pokazujg (wystarczy zajrze¢ do tablic szkolnych), ze cosn® jest wie-
lomianem stopnia n wzgledem cos 6, zwanym wielomianem Czebyszewa. Jest on parzy-
sty (nieparzysty), gdy n jest parzyste (nieparzyste), np. cos40 = 8cos*0 — 8cos?0 + 1.
Mamy wigc tozsamos$é: T,(cos6) = cosnb. Podstawiajac za ¢ = cos6, otrzymamy
T,.(t) = cosn(arccost). Pierwszych 5 wielomianéw pokazanych jest na rys. 10.

T
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Rys. 10. Wielomiany Czebyszewa

Wezly Czebyszewa znajduja si¢ w miejscach zerowych wielomiandéw T,(f), gdzie ¢
jest zmienng w przedziale (-1, 1). Znajdziemy je z rozwigzania rownania T,(f) = 0.
Podstawiajac t = cos®, otrzymamy réwnanie cosn@ = 0, typowe z zakresu szkoty

sredniej. Spetniajg je argumenty:
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nB; =v%m2i - 1), i=1,2, ...,n.
Stad: 0; = (2i - 1)(Ya1Un),

co definiuje potozenie weztow w przedziale (-1, 1):

t;=cos[(2i - 1)(Y2avn)], i=1,2,..,n (17.1)

Gdy mamy przedziat (a, b), zamiana zmiennej:
x=Y(a+b)+%(b -a)t (17.2)

przeksztatca przedziatl (a, b) w przedziat (-1, 1). Wzér (17.2) mozna zapisaé krdcej
x =c +Y2ht, gdzie ¢ = Y2(a + b) jest srodkiem przedziatu catkowania, & = b — a jest du-
goscig przedziatu, za$ Y2h jest promieniem przedziatu.

Na rys. 11 pokazana jest konstrukcja uktadu weztéw Czebyszewa w przedziale (a, b)
dla 5 punktéw bedacych pierwiastkami réwnania cos50 = 0. Zauwazmy, ze tuk kata
péipelnego o promieniu r = %24 dzielony jest na n = 5 réwnych czgséci. Polozenie we-
zt6w wyznaczajg rzuty srodka kazdej czesci tuku na oS x.

aQ ﬁ ;(, X3 )&, XI, b
Rys. 11

Wezty Czebyszewa bywaja numerowane od 0 do #, jak na rys. 11. Wtedy liczba rzed-
nych rowna si¢ n + 1. Jednak bedziemy numerowali je od 1 do n, jak w przypadku
wzoréw Czebyszewa czy Gaussa-Legendre'a.

Wielomian interpolacyjny w bazie Czebyszewa ma cenng wtasno$¢ — przybliza jed-
nostajnie funkcj¢ interpolowana, tzn. maksymalna odchytka od funkcji interpolowanej
jest stata w calym przedziale interpolacji. Wynika to z przebiegu tych wielomianéw
w przedziale (-1, 1) (rys. 10). Inne wielomiany interpolacyjne nie maja tej wtasnosci.

Znajac potozenie weztéw Czebyszewa w przedziale catkowania mnozniki H;, moze-
my wyznaczy¢ z uktadu (5.3), w ktérym bezwymiarowe f; dane jest wzorem (17.1).
Catkowanie odbywa si¢ wg ogdélnego wzoru (5.8), w ktérym rzedne y; brane sg w punk-
tach x;, danych wzorem (17.2). Bezwymiarowe mnozniki H; nie zalezg od dlugosci
przedziatu catkowania.
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Uktad (5.3) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej. Uwzgledniajagc symetri¢ we-
ztéw wzgledem $rodka przedzialu catkowania oraz symetryczny przebieg mnoznikéw,
dla parzystej liczby weziéw n przyjmuje postac:

11 17 H, -

2 2 2 1

1 t, o, sz 6 , (17.3)
n-2 n-2 n=2 1
L I, © L Hn/2 2(n-1)

gdzie k zmienia si¢ co 2, od 0 do n — 2, indeksy mnoznikéw H; zmieniaja si¢ co 1, od 1
do Yan, za$ po prawej stronie wystepuja odwrotnosci liczb 2(k + 1), zmieniajace si¢
co 4, od 2 do 2(n - 1). W przypadku nieparzystej liczby rzednych n, uktad (5.3) przyjmie
postac:

11 11 L

2 2 2 1

L t, L 0 HZ —| 6

N | e L (17.4)
-1 -1 n-1

nootn e s 0 Hn o

gdzie k zmienia si¢ co 2, od 0 do »n — 1, indeksy mnoznikéw i zmieniajg si¢ co 1, od 1
do Y2(n + 1), za$ po prawej stronie wystepuja odwrotnosci liczb 2(k + 1), ktérych mia-
nowniki zmieniajg si¢ co 4, od 2 do 2n. Wektor mnoznikow H; w prosty sposéb znaj-
duje si¢ w Excelu, za pomocg dziatan na macierzach. Odci¢te weztéw t; = cos6; znaj-
dowane s3 z doktadnoscig do 16 cyfr znaczacych. Z podobng doktadnos$cia obliczana
jest macierz odwrotna. Sprawdzeniem jest iloczyn macierzy wyjsciowej i macierzy
odwrotnej, ktéry winien da¢ macierz jednostkows, z jedynkami na gtéwnej przekatnej
i zerami poza nig. Zwykle na giéwnej przekatnej sa doktadne jedynki, a poza nig —
$ladowe liczby rzedu 1076 +107%,

Tabela 5 podaje potozenie weztdéw t; oraz mnozniki H; dla wzoréw na catkowanie w
bazie Czebyszewa dla liczby rzednych w przedziale n = 2+18. Podany jest takze rzad
doktadnos$ci wzoréw m oraz stata ¢ we wzorze na btad metody A, dany wzorem (14.3).
Wzér dla n = 1 jest tozsamy ze wzorem prostokatow, dlatego nie jest podany w tabeli
5. Latwo zauwazy¢, ze rzad doktadnos$ci wzoréw wynosi:

= {n nnieparzyste ‘ (17.5)

n-—1 n parzyste

Rozwigzaniem uktadu réwnah na mnozniki H; sg liczby algebraiczne. Jednakze, w od-
réznieniu od wzoréw Newtona-Cotesa (rdwnokrokowych) wzory o nieparzystej liczbie
rz¢dnych sg doktadniejsze 2,5+6 razy, niz wzory o parzystej liczbie. Mozna pokazaé,
ze — podobnie, jak we wzorach Gaussa — wszystkie mnozniki H; > 0, co jest korzyst-
ne dla obliczen, i maleja z oddaleniem rze¢dnych od srodka przedziatu catkowania.
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Wzory oparte na wielomianach Czebyszewa sa mniej doktadne, niz wzory Newto-
na-Cotesa, zwlaszcza o niskim z. Stad istnieje tendencja do stosowania wzoréw Cze-
byszewa o wigkszej liczbie rzednych w jednym przedziale, niz to jest w przypadku
wzoréw rownokrokowych.

Tab. 5. Polozenie weztéw ¢;, mnozniki H,, rzad doktadnosci m oraz btad A
wzordéw na calkowanie w bazie Czebyszewa

n i li H; Stata ¢
2 1,2 +Cc0845° = 122 Ya -1/6
3 1,3 +c0s30° = 12v3 2/9 1
2 0 5/9 240
4 14 +C0822,5° = 0,9239 0,1321488698 -6,944410™
2,3 +C0S67,5° = 0,3827 0,3678511302
5 1,5 +c0s18° = 0,9511 0,083890614 2 -8,2672010°°
2,4 +C0s54° = 0,5878 0,262 7760524
3 0 0,306 666 666 7
6 1,6 | +c0s15° = V4(V6 + v2) 0,0593305107 -2,4802107°
2,5 £C0845° = V2v2 0,1888888889
3,4 | +cos75°=Yi(/6-v2) | 02517806004
8 1,8 | +cos11,25° =0,9808 0,0334914728 -6,15120107°
2,7 +C0s33,75° = 0,8315 0,111493966 5
3,6 +C0856,25° = 0,5556 0,162 076 2595
4,5 | +c0s78,75° = 0,1951 0,192938301 1
9 1,9 +C0s10° = +0,9848 0,0263683250 -2,7960010™
2,8 +C0S30° = +14V3 0,089594 356 3
3,7 +Cc0S$50° = +0,6428 0,1320186113
4,6 +C0S70° = +0,3420 0,165 422 587 6
5 0 0,1731922399
10 1,10 +C089° = +0,9877 0,021 469559 8 -1,087300™ 1
2,9 +C0S27° = +0,8910 0,0729374597
3,8 +C0s45° = +15/2 0,1101587302
4,7 +C0S63° = +0,4540 0,140439609 3
56 +c0s81° = +0,1564 0,1549946410
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12 | 11 | 1,12 | +cos7,5° = +0,9914 0,0149226342 -1,4257010™%
2,11 | +co0s22,5° =+0,9239 0,0512527165
3,10 | +cos37,5° =+0,7934 0,078995288 1
4,9 | +cos52,5° = +0,6088 0,1042708849
58 | +c0s67,5° =+0,3827 01207049554
6,7 | +c0s825° =+0,1305 0,1298535209
15 | 15 | 1,15 +C0S6° = £0,9945 0,009541 9161 -2,6400007%
2,14 +c0818° = +0,9511 0,0331653742
3,13 +C0830° = +14V3 0,0518089318
4,12 |  +c0s42° = +0,7431 0,0704978333
5,11 +C0854° = +0,5878 0,084 3615434
6,10 |  +c0s66° = +0,4067 0,0959862488
7.9 +C0S78° = £0,2079 0,1021313999
8 0 0,1050135050
18 | 17 | 1,18 +C0S5° = +0,9962 0,006 6397028 -7,3787010"%
2,17 | +cos15° = V4(V6 +v2) 0,0231189687
3,16 +C0s25° = +0,9063 0,0365419112
4,15 +c0s35° = +0,8192 0,050287504 1
5,14 +COS45° = +14y2 0,061 5405655
6, 13 +C0855° = +0,5736 0,0716018014
7,12 +C0S65° = £0.4226 0,0790118003
811 | scos75°=lh(V6-v2) | 00843381348
9,10 | +cos85° = +0,0872 0,0869196112

Wykres mnoznikéw H; w funkcji #; dla n = 151 18, przedstawiony jest na rys. 12. Widac,
ze: 1) H; sg symetryczne wzgledem $rodka przedziatu catkowania, 2) monotonicznie
malejg w miar¢ oddalania si¢ od $rodka, i 3) maleja ze wzrostem n, co wynika z faktu,
ze 2H; (rzgdnych punktéw) = 1, bez wzgledu na ich liczbg. Linie na rysunku majg je-
dynie znaczenie edycyjne, by uwypukli¢ przebieg mnoznikéw (punkty).

Mnozniki rzednych H; mozna wyznaczy¢ z omini¢ciem uktadu réwnan, jesli powro-
ci¢ do metody Lagrange'a — sg rowne catce wielomianéw Lagrange'a p;(x), danych
wzorem (2.2), w przedziale catkowania (a, b), co wynika ze wzoru (2.4), przy czym
przedzial catkowania moze by¢ dowolny. Problemem jest, jak pokazat Przykiad 2, czy te
catki potrafimy obliczy¢ Scisle, bez wymnazania jednomianéw. Taki przypadek za-
chodzi jedynie dla weztéw, ktére sa pierwiastkami wielomianéw Legendre'a, co daje
wzory Gaussa, wielomiany Czebyszewa nie sg niestety ortogonalne dla funkcji wago-
wej 0(x) = 1.

Jesli chcemy oming¢ uktad (5.3), to wielomiany p{(x) = p,(f) musimy scatkowa¢ nume-
rycznie wzorem zapewniajgcym wynik Scisly, jak w przyktadzie na s. 13, lub cierpliwie
wymnozy¢ wszystkie jednomiany, calkujac otrzymany wielomian wyraz po wyrazie.
To ostatnie podejScie praktycznie odpada dla n = 4, ze wzgledu na Zmudne rachunki.
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Pozostaje pierwszy sposéb — wielomiany p(f) catkujemy wzorem Gaussa z odpowied-
nio wysokim rzedem doktadnosci m.

Rys. 12

Chciatoby si¢ w tym celu wykorzysta¢ wielomiany Lagrange'a p;(x) w postaci (2.11),
bo jest krotka. Wzér ten nie nadaje si¢ jednak do obliczen numerycznych (rachunko-
wych), bo wielomian w liczniku jest nieskrocony, co daje nieoznaczono$¢ w punkcie
t = t;, ma on jedynie znaczenie teoretyczne, co wykorzystaliSmy w § 4. Co prawda
wiemy, ze w biegunie ¢t = t; wielomian p{f;) = 1, lecz w bliskim otoczeniu bieguna
wzor (2.11) jest zle uwarunkowany numerycznie (wyst¢puje dzielenie matych wiel-
kosci), co skutkuje odbieganiem od rzeczywistych warto$ci wielomianéw Lagrange'a
pi(x). Z tego powodu w obliczeniach numerycznych musimy stosowaé wzér (2.7), za-
miast (2.11).

We wzorze (2.7) upro$ci¢ mozemy jedynie mianownik, ktdry jest taki sam, jak we
wzorze (2.11), réwny s'(t = t;) — pochodnej wielomianu s(f) w punkcie ¢ = ¢t;, gdzie s(¢)
jest iloczynem kolejnych jednomianéw (¢ — ;) od i =1 do n. Jesli wezty ¢; sa pierwiast-
kami wielomianu Czebyszewa T,(f), to wielomian:

s(n) = Tu(0)/ay,

gdzie a, = 2"* jest wspétczynnikiem wiodacym przy najwyzszej potedze wielomianu
Czebyszewa. Mianownik wzoru (2.7) réwna si¢ wiec:

s'(t=t)=T,(t=t)a,.

Obliczenie warto$ci mianownika wzoru (2.7) jest natychmiastowe, jesli podstawié ¢
=cosB. Woéwczas T,(cos0) = cosnb, stad:

Tn'(t):dT” _dcos nezns.lnne' (17.6)
dt dcosB sin©

Podstawiajac f = t;, dane wzorem (17.1), mianownik wzoru (2.7) réwna si¢:
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. _ y_ nsinnB,
=)= e,
i

gdzie 0; = (2i — 1)(Y21Wn) = arccost..

Ze wzoru (2.8) wynika, ze mnoznik H; réwna si¢ potowie calki wielomianu p(?)
w przedziale ¢t O (-1, 1). Jesli mamy parzystg liczbe rzednych, to do scatkowania wie-
lomianéw p,(f) nalezy przyja¢ wzory Gaussa o liczbie rz¢dnych réwnej przynajmniej
polowie rzednych Czebyszewa. Przyktadowo dla wyznaczenia mnoznikéw dla 18 czy
20 rzgdnych Czebyszewa wystarczy wzor Gaussa o 10 rzednych. Zatem:

(17.7)

H,' = Zjl_ljpi(tj), 1= 1, 2, ey 1 (178)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po rzednych Gaussa j w przedziale ¢ 00 (-1, 1); stata ¥2
we wzorze znika, bo dtugos$¢ przedzialu catkowania wynosi 2. Mnozniki H; uzyskane
metodg catkowania wg wzoru (17.8) sg tozsame z wynikami, jakie otrzymuje si¢ z
uktadu (5.3), podanymi w tabeli 5.

Zadania

1. Pokaza¢, ze wielomiany Czebyszewa powigzane sg zwigzkiem rekurencyjnym:

Tn+1(t) = 2tTn(t) - Tn—l(t)a

gdzie wielkosci poczatkowe, to To = 1, T1(¢) = ¢.
Rozwiagzanie. Stosujac podstawienie ¢t = cos®, zwigzek powyzszy przybiera po-
sta¢: cos(n+1)0 = 2cosBcosnB — cos(n—1)0. Przenoszac kosinusy wielokrotnosci kg-
tow na jedng strong, otrzymamy znang tozsamo$¢: cos(nt+l)® + cos(n-1)0 =
2cosBcosnb (§ 29).

2. Pokazac¢, ze:

I_i T(Hdt =0, k nieparzyste,
=2/(1-k?), k parzyste.
W skazé wk a. Stosujac podstawienie ¢ = cos 0, catka powyzsza przybiera postac:
[ cosk8sin8as,

co oblicza si¢ w znany sposob (§ 29), zamieniajac iloczyn kosinusa i sinusa na sume¢
sinus6w odpowiednich katow.

3. Pokaza¢, ze

o 0, k#n
J‘ (D) ”Et)dl: im k=nzo0.
| \/ﬁ T k=n=0
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W skazé wk a. Stosujac podstawienie ¢ = cos6, catka powyzsza przybiera postac:

IOH coskBcosnbdo.

Gdy k =n =0, calka réwna si¢ Tt Gdy k = n # 0, catka réwna si¢ Y21t (obydwa przypadki
mozna scatkowa¢ w pamigci). Gdy k # n, korzystamy z tozsamosci trygonometrycz-
nej (§ 29), zamieniajac iloczyn kosinuséw na sumg¢ kosinuséw sumy i réznicy katow:

fon coskBcosnBdb = 1/2_|.0n [cos(n+k)O + cos(n—k)B]d0 =

[S1E

[sin(n +K)m  sin(n —k)T[} —0
n+k n—k ’

gdyz sinus wielokrotnoSci Tt zeruje sig.

§ 18. Metoda interpolacji Czebyszewa

Wielomiany Lagrange'a p(x), dane wzorem (2.2), wynikaja z interpolacji funkcji f(x)
w przedziale (a, b) w bazie jednomianéw: 1, x, x% ..., x". Funkcje f(x) mozemy teZ in-
terpolowa¢ w bazie jednomianéw Czebyszewa: VY2, Ti(t), To(?), ..., T,-1(t), stosujac
podstawienie (17.2). Przedziat {a, b) przechodzi wéwczas w przedziat (-1, 1), a funk-
cja f(x) w funkcje¢ F(r). Jako pierwsza funkcje w bazie przyjmujemy stata V%2, a nie
To(t) = 1, w celu uproszczenia dalszych rachunkéw. Catka funkcji f(x) w przedziale
(a, b) wyrazi si¢ wiec wzorem:

I feeydx = vahf Foyat, (18.1)

gdzie h = b — a jest dlugoscia oryginalnego przedziatu catkowania.
Wielomian interpolacyjny funkcji F(¢) jest kombinacjg liniowg wielomianéw Cze-
byszewa:

F(t) = agVVa + a.To(t) + axTo(t) + ...+ a1 Ta(2). (18.2)

Gdy mamy 7 rzednych, stopien ostatniego jednomianu jest n—1. Wspdtczynniki aq, aj,
..., Gy,-1 Wyznacza si¢ rozwigzujac uktad réwnan na wartosci funkcji w zadanych weztach:

a2 + arTi(to) + axTo(to) + ...+ a1 Tya(to) = F(to),
aVva + a Ti(ty) + aTo(ty) + ...+ a,1Tya(ty) = F(t),

agV¥a + arT1(t,1) + axTo(ty1) + ...+ aperaTya(tye) = F(t,-0).

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
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VL) o T [a ] [ F@y)
Vi T o T | @ | 2| F@) | (18.3)

% 711 (tn—l ) o Tn—l (tn—l ) ey F(t"_l )

Oznaczmy macierz wspotczynnikéw przez V, wektor wspdtczynnikéw interpolacji
przez A, a wektor wyrazéw wolnych, czyli rzedne, przez F. Warunki interpolacyjne
przyjma postac:

VA=F.

Rozwigzaniem réwnania macierzowego jest:

A=VF.

Zwr6¢my uwage, ze rozmaite metody interpolacyjne réznig si¢ jedynie macierza
wspotczynnikéw V, czyli macierza wartosci bazy interpolacyjnej w zadanych weztach
interpolacji. Znajomos¢ wspétczynnikéw interpolacji A = (ao, a1, as,..., G,-1) Wyzna-
cza wielomian interpolacyjny (18.2). Macierz V i wektor rzednych F nie zalezg od x,
zatem wektor wspétczynnikéw interpolacji jest takze niezalezny od x — elementy ma-
cierzy i obydwu wektoréw sg state.

Podstawiajac wielomian interpolacyjny (18.2) do (18.1), mozemy wykona¢ catko-
wanie. Wykorzystujac wynik zadania 1 na s. 85, otrzymamy:

b
— 1 a, a, ) (18.4)
!f(x)dx h(\/;a()+1—4+1—16+ +1—418)’

gdzie ay jest ostatnim sktadnikiem parzystym. Problemem sa wspétczynniki inter-
polacji A.

Przy dowolnym wyborze weztéw 1, k=0, 1, 2, ..., n — 1, jedyng korzyS$cig, jaka da-
je wybdr takiej bazy, jest to, ze przy obliczaniu macierzy odwrotnej V' btedy zaokra-
glen maja mniejszy wptyw, niz w przypadku interpolacji wielomianowej [3].

Jesli jako wezly interpolacji przyjmiemy wezty Czebyszewa, jak w § 17:

t; = cos[(2i + 1)(Ya1Un)], i=0,1,2,...,n-1 (18.5)

(w stosunku do wzoru (17.1) jest tylko zmiana numeracji od 0 do n-1, a nie od 1 do n,
jak narys. 11), to obliczanie macierz odwrotnej jest bardzo proste. W takim przypadku:

Vi=(/n)Vv’ (18.6)

Inaczej méwiac, macierz wspétczynnikéw V jest wowczas ortogonalna, tzn. iloczyn V
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przez V' daje macierz diagonalng o statych wyrazach na przekatnej gtéwne;j, czyli VvV’
= stata I, gdzie I jest macierza jednostkowa, za$ stata = 2/n. Oznacza to takze, ze iloczyn
skalarny dwéch dowolnych wierszy czy kolumn zeruje si¢, z wyjatkiem kwadratu wier-
szy czy kolumn, ktory jest stalty. Dowdd nie jest trudny, mozna go znalez¢ w wielu
ksigzkach, np. [3] czy Wikipedii. Ortogonalnos¢ macierzy V wynika z tozsamosci:

n-l1 07 p¢q
DT, ()T, (t,)=34n,  p=q#0.
k=0 n, p:q:()

Poniewaz kwadrat poczatkowej kolumny V daje n, a nie Y2n, z tego wzgledu kolumna
ta musi zawiera¢ 1/V2, zamiast 1. W przeciwnym przypadku, element poczatkowy na
gléwnej przekatnej macierzy diagonalnej VV' wynosilby n, a nie Y2n. Dzieki temu
prostemu zabiegowi macierz odwrotna V™ wyraza sie prostym wzorem (18.6).
Uwzgledniajac (18.6), wspdiczynniki interpolacji wyraza si¢ wzorem:

a N N (S
a |_2|Ta) T@) - Ta.) || F@ | (18.7)
: n . :

a, Tn—l (tO ) T

n

L) - T4, F(t,.)

Prawa strona wzoru (18.4) jest iloczynem skalarnym wektora A[1v2, 0, 1/(1-3), O,
1/(1-16), ...] i wektora wspotczynnikéw interpolacji A (18.7). Stad:

,, o e B[R
[ fodx = h[1V2, 0, U(1-4), 0, U(1-16),...]1 2| T;(t,)  T;(t) - Tyt || F®)

T, @) T,,@) - T, F(t,)

Iloczyn wektora i macierzy jest wektorem M, zawierajacym n elementéw, ktérych
numery zmieniajg si¢ od i = 0 do n; i-ty element tego wektora wyraza si¢ wzorem:

_h|{_ T ()
Mi nlil 22k2_1:|’

gdzie sumowanie odbywa si¢ po parzystych k, od k = 2 do ostatniego sktadnika parzy-
stego, a t; okreslone jest wzorem (18.5). Catka (18.1) wyrazi si¢ wzorem:

[ feoyde = SMFG),

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich rzednych od i = 0 do n-1. Uwzgledniajac,
ze bezwymiarowe mnozniki H; = M;/h, stad:

88
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-1 I.@)
H ==1-2) —=
i n|: Zk2_1:l’

(18.8)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po parzystych k, od k = 2 do ostatniego sktadnika parzy-

stego lub w réwnowaznej postaci szeregu kosinusow:

gdzie 6; = arccost;.
Wzér na catkowanie przyjmie wigc postac:

[? fooydx = hE Hif(xy),

(18.9)

gdzie x; okres§lone jest wzorem (17.2). Widzimy, ze bezwymiarowe mnozniki H; nie
zaleza od dtugosci przedziatu catkowania. Ponadto mnozniki te dane s3 wzorem anali-
tycznym (18.8), ktéry nie wymaga rozwigzywania zadnych réwnan. Stad jest tatwosc
stosowania tej metody dla dowolnej liczby rzednych w jednym podprzedziale. Z tego
powodu bywa, ze nawet dlugi przedziat nie jest dzielony na podprzedziaty, lecz w ca-
tym przedziale stosuje si¢ wzor (18.9) o dowolnie duzej liczbie rzednych, nawet ponad
1000 [3]. W takim przypadku, by unikng¢ wielokrotnego obliczania kosinuséw coraz
wyzszych wielokrotnosci, parzyste Ti(f) nalezy obliczaé, stosujac wzor rekurencyjny
z krokiem 2. Mnozniki H;, dane analitycznym wzorem (18.8), s3 tozsame z wynikami
podanymi w tabeli 5. Jak wida¢, zalezg od rozstawu rzednych w przedziale, a nie od

sposobu interpolacji funkcji.

Zadania

1. Napisaé macierz wartosci funkcji bazowych V dla uktadu weztéw, jak na rys. 11.
Rozwigzanie. Mamy 5 weztéw Czebyszewa. Stad:

Vi Ty T To(ty) Tyt)| |3 cos 18°
L T T,a) T,(t,) T,,) 1 cos 54°
V=J: T,@t,) T,(t,) T,t,) T,t,)|=|+3 cos 90°
L Tty To(ty) Ty(ty) Ty(ts) 1 cos 126°
VL T To(ry) Tt T, || cos 162°

cos 36°

cos 108°
cos 180°
cos 252°
cos 324°

cos 54°

cos 162°
cos 270°
cos 378"
cos 486°

cos 72° |
cos 216°
cos 360°
cos 504°
cos 648°

2. Sprawdzi¢ numerycznie, ze macierz V z zadania 1 jest macierzg ortogonalng.
Rozwigzanie. Macierz jest macierza ortogonalng, jesli jej iloczyn przez macierz
transponowang daje macierz diagonalng, tj. VV' = stata I. Macierz transponowana jest
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to macierz, w ktdrej kolumny (wiersze) macierzy oryginalnej stajg si¢ wierszami (ko-
lumnami) macierzy transponowanej. Zatem:

Vi 5 3 1
cos 18° cos 54° cos 90° cos 126° cos 162°
V' =|cos 36° cos 108° cos 180° cos 252° cos 324°
cos 54° cos 162° cos 270° cos 378" cos 486°
cos 72° cos 216° cos 360° cos 504° cos 648"

Najpierw musimy zapisa¢ macierz V w Excelu w formacie cyfrowym jako tablicg w po-
Iu komoérek 5x5, jak ponizej. Dla utatwienia, w dwdch pierwszych kolumnach podane
sa katy wystepujace w pierwszej kolumnie. Liczba cyfr wy$wietlanych nie ma znaczenia.
Nastepnie w dowolnym polu komoérek 5x5 (tutaj tuz obok) musimy zapisa¢ macierz
transponowang V', kopiujac wiersz po wierszu macierzy V i wklejajac do nowej macie-
rzy V', jednocze$nie transponujac je na kolumny.

Nastepnie mozemy wymnozy¢ obie macierze za pomocg polecenia =MACIERZ.ILO-
CZYN w gérnym lewym polu nowej macierzy (tablicy). Otworzy si¢ wéwczas okienko
dialogowe, w ktérym wskazujemy tablice, ktére maja by¢ wymnozone, przeciagajac
kursorem od gérnego lewego rogu tablicy do dolnego prawego rogu. Po wcisnieciu OK
pojawi si¢ element jedynie w gérnym lewym polu nowej macierzy. By uzyskaé¢ pozo-
stale elementy, zaznaczamy pole nowej macierzy, zaczynajac od lewego gérnego rogu,
a kofczac na dolnym prawym. Nastepnie w gérnym lewym rogu klikamy klawisz F2,
a po nim Shift+Ctrl+Enter. Powinna ukaza¢ si¢ reszta wyrazow tablicy, jak ponize;j.

stopnie  radiany 1 il

18 0.31416| 0707107 0951057 0.809017  0.587785 0.309017| 0707107 0707107 0707107 0707107 0707107
54 0.94248| 0707107 0587785 0309017 -0.951057 -0.809017| 0.951057 0557735 G6.13E-17 -0.557735 -0.951057
90 167080 0707107 B.13E-17 -1 0.000000 1| 0.809017 -0.308017 -1-0.308017 ) 0.809017
1260 2.19911| 0707107 -0.587735 -0.309017  0.951057 -0.809017 | 0587735 -0.951057  0.000000 0.951057 0587785
162 282743 0707107 -0.951057 0.509017 -0.587785 0.309017| 0.309017 -0.809017 -0.509017  0.302017

macierz diagonalna vy’ il

2.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 2.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.000000 2.5 0.000000 0.000000 0.000000| 0.000000 2.5 0.000000) 0.000000 0.000000
0.000000 0.000000 2.5 0.000000 0.000000) 0.000000 0.000000 2.5| 0.000000 0.000000
0.000000) 0.000000 0.000000 2.5 0.000000] 0.000000 0.000000 0.000000 2.5 0.000000
0.000000 0.000000  0.000000  0.000000 2.5| 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 258

Rys. 13. Zrzut fragmentu ekranu z Excela

Jak wida¢, otrzymali$my macierz diagonalng z liczba 2,5 na gléwnej przekatnej, rownej
Van, gdzie n = 5, tak jak powinno by¢. Poza gléwng przekatna, wystgpuja Sladowe war-
tosci, rzedu 107 +107°, bedace wynikiem obciecia. Identyczng macierz otrzymamy, gdy
zmienimy kolejno$¢ mnozenia, co wida¢ u dotu rys. 13 po prawej stronie. Normalnie ko-
lejno$¢ mnozenia ma znaczenie, z wyjatkiem mnozenia przez macierz odwrotng i ma-
cierz ortogonalng, jak w tym przypadku.
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§ 19. Calkowanie funkcji osobliwych metoda Gaussa

Omoéwimy teraz catkowanie funkcji z waga 6(x) wg ogdlnego wzoru (1.3), stosowane
do catkowania funkcji osobliwych. Skupimy si¢ na metodach Gaussa, czyli wzorach
o najwyzszych rzgdach doktadnosci:

b n
jmmgumw:Z)Lgug+A. (19.1)

Do wyznaczania we¢ztéw i mnoznikow stuzy uktad réwnan (3.4), ktéry jest uktadem nie-
liniowym. Stad bardzo trudnym do rozwigzania zwyktymi metodami. Majac n rzednych
w metodzie Gaussa, zada si¢, aby n mnoznikéw i n weztéw spetniato 2n réwnan w ukta-
dzie (5.3). Wynika stad, ze rzad doktadnos$ci tych wzoréw wynosi m = max k = 2n — 1,
ze wzgledu na funkcje regularng g(x).

Podstawiajac we wzorze (19.1) g(x) =1, otrzymamy:

im:pmw, (19.2)

tj. ze suma mnoznikdéw réwna si¢ catce z funkcji wagowej. Pami¢tamy, ze w przypad-
ku calkowania funkcji regularnych, 6(x) = 1, suma mnoznikéw réwna si¢ dlugosci
przedziatu catkowania b-a.

W § 4 wykazaliSmy, ze wezty x; w metodzie Gaussa sg pierwiastkami odpowiedniego
wielomianu ortogonalnego G,(x), ktérego postac zalezy od przedziatu catkowania {a, b)
1 funkcji wagowej 6(x). Znajac polozenie wezldw, wyznaczenie mnoznikéw M, z uktadu
(3.4) nie przedstawia juz wickszych trudnosci, o ile prawg stron¢ rownan da si¢ tatwo
obliczy¢ analitycznie. Mozna ponadto pokazaé, ze gdy funkcja wagowa 0(x) jest dodat-
nio okreslona, to wszystkie mnozniki M; (i =1, 2, ..., n) sg dodatnie, a punkt 0 we wzo-
rze (3.6), okreSlajacym btad metody A, lezy wewnatrz przedzialu catkowania. Znajac
wielomian ortogonalny, nie musimy korzysta¢ z uktadu (3.4). Btad metody A i mnoz-
niki mozemy znalez¢ z pomoca wzoréw analitycznych (4.2) i (4.5).

A oto najczesciej spotykane catki funkcji z waga.

a) Wzory Czebyszewa |
Wzory te dotycza catkowania calek typu:

1

j ACI N (19.3)

2
-1 1-x

Funkcja podcatkowa ma asymptoty pionowe w punktach x = +1 (rys. 14). Jest to wigc
funkcja osobliwa, ktéra nie nadaje si¢ do catkowania numerycznego zwyktymi metodami.
Wydzielamy zatem funkcje wagowa 8(x) = 1/(1 — x?)"2 (odwrotnos¢ pétokregu) zawie-
rajgcg osobliwo$¢ i funkcje regularng g(x). Wielomianami ortogonalnymi w przedziale
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(-1, 1), z powyzsza funkcjag wagowa, sg wielomiany Czebyszewa (I rodzaju) T,(x),
oméwionymi w § 17. Dowdd ortogonalnosci pokazany jest w zadaniu 3 na s. 85.

10
(A%

a
O

-1 -08 -06 -04 -02 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 14. Funkcja wagowa 0(x) = 1/(1 — x9)"?

Wzér na catkowanie (19.3) dany jest ogélnym wzorem (1.3), przywotanym wyzej jako

wzor (19.1), gdzie x; = t; sg pierwiastkami wielomianu 7,(¢), danymi wzorem (17.1).
Mnozniki M; mozna obliczy¢ z analitycznego wzoru (4.5), gdyz wielomian ortogo-

nalny G,(x) = T,(x). Wz6r (4.5) przybiera postac:

( 700

n

"a,, T(x)'[lx2

-1

W przypadku wielomianéw Czebyszewa iloraz a,/a,-, = 2. Podstawiajagc w calce za x
=cosb, a za dx = —sinB8d6, otrzymamy:
2 5 2 .
Mi:,ijncos (n-1)0a6, i=1,2,....,n.
Tn (xi )Tn—l (‘xi) 0
Catka kwadratu kosinusa réwna si¢ Y21t Tak wigc:
M= T iiaa
(3T, (x)
Problemem jest obliczenie mianownika w miejscach zerowych T, = cosn6, danych wzo-
rem (17.1). Korzystajagc ze wzoru (17.6) na pochodng wielomianu, w kategoriach
zmiennej 6, wzor powyzszy przyjmuje postac:
sin@

M, = : i=1,2,...n, (19.4)
" nsinn®, cos (n —1)6, ik

gdzie 0; = (2i — 1)(Y21U/n). Korzystajac z tozsamosci w § 29, iloczyn przyjmie postac:
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sinnBcos(n-1)0 = ¥%[sinB + sin(2n-1)8].

Uwzgledniajac ten zwigzek, mianownik wzoru (19.4) przyjmie postac:
Yon[1 + sin(2n-1)0,/sin 6;].

Wprowadzajac skrécony zapis na 0; = j/2n, gdzie j = (2i — 1) jest liczba nieparzysta
1, 3, ..., iloraz sinuséw przyjmie postac:

sin(2n-1)0;/sin6; = sin(j - 0,)/sin0; = 1.
Uwzgledniajac ten wynik, mianownik wzoru (19.4) redukuje si¢ do n. Tak wigc:

M; =1Un, (19.5)
mnozniki M; sg wigc stale. Wzér na catkowanie numeryczne przyjmie zatem postac:

1

J. g(x) dx—nZg(x)"'A (19.6)

-

Btad metody A mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4.2). Uwzgledniajac, ze G, =T, za$ a, =
2""!, otrzymamy:

_ &™) J‘ T, »
(2}’1)'22n2 {1_

Catka réwna si¢ Y211 co otrzymuje si¢, podstawiajac x = cos6. Stad:

n

=mg(2”)(n), nO(-11). (19.7)

W zastosowaniach wystepuje takze funkcja wagowa typu [(x—a)(b-x)]"? lub jej od-
wrotno$¢. Stosujac podstawienie (17.2), otrzymamy:

x—a=%(b-a)(l+1),
=W(b-a)(1-1),

Jax=—a)b-x)=Lt(b-a)\1-1" (19.8)

W przypadku catek typu:

j g(x) dx.

o« N(x—a)(b—x)

widzimy, ze funkcja podcatkowa ma asymptoty pionowe na krancach przedziatu catkowa-
nia. Podstawienie (17.2) daje dx = Y2(b-a)dt, przeksztatca przedziat (a, b) w przedziat

stad:
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(-1, 1). Uwzgledniajac (19.8) i wprowadzajac oznaczenie g(f) = g[x(?)], catka powyz-
sza przyjmie postac:

J’ g(x) J’ g(1) (19.9)
w V(x—a)b-x) 1A 112 '

jak we wzorze (19.3), ktérej posta¢ numeryczna dana jest wzorem (19.6).

PRZYKEAD 17. Obliczy¢ numerycznie doktadng warto$¢ catki:

Rozwigzanie. Catkg¢ t¢ mozna obliczy¢ za pomoca metody Gaussa-Czebyszewa 1
wg wzoru (19.6). Aby otrzyma¢ wynik doktadny, btad A = 0. W tym przypadku ma to
miejsce, gdy liczba rzednych n = 5. Rzedne xt znajdujg si¢ w punktach x; = ¢, danych wzo-
rem (17.1). Sumujac je, a sum¢ mnozac przez Tvn, otrzymamy doktadng warto$¢ catki. Do
ob3lsiczer'1 wystarczy wzig¢ n = 5 rzgdnych. Otrzymamy J = 0,859029..., co jest tozsame
4 /128T[.

Zadania
1. Obliczy¢ catke:

1
COoS x

=]

0

NiEraa

Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa jest symetryczna, stad:

cosx
S 1-x7

Dzigki temu mozemy ja obliczy¢ za pomocg metody Gaussa-Czebyszewa I, stosujac
wzoér (19.6). Polozenie weztéw dane jest wzorem (17.1). Obierajac 5 rzgdnych, otrzy-
mamy J = 1,2019697. Warto$¢ doktadna J = 1,2019697... Cho¢ obralisSmy tylko 5
rzgdnych, obydwa wyniki sg praktycznie identyczne.

2. Obliczy¢ catke:

1

J = dx .

(NI

J‘ dx '
S 1-x*

Rozwigzanie. Funkcje podcatkowa rozktadamy na czynniki:

J =

_1 dx _ 1 dx
(il e v B et e
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Pierwszy czynnik jest funkcja wagowa 0(x) = 1V(1-x%), a drugi jest funkcja regularng
g(x) = IV(1+x%. Funkcja ta nie jest wielomianem, co wiaze si¢ z wystepowaniem bte-
du. Zmienia si¢ jednak w waskim przedziale od 1 w zerze do 1/¥2 na krancach prze-
dziatu catkowania. Dzigki temu mozZemy ja obliczy¢ za pomoca metody Gaussa-
Czebyszewa I, stosujagc wzér (19.6). Obierajac 5 rzednych, otrzymamy J = 2,622 25.
Warto$¢ doktadna J = 2,622057554 ... Widzimy, ze czwarte miejsce dziesigtne jest
niedoktadne. By zwiekszy¢ doktadnos¢, nalezaloby wzig¢ wiecej rzgdnych. Gdy wez-
miemy 9 rz¢dnych, otrzymamy J = 2,6220577. Réznica jest dopiero na 7. miejscu
dziesigtnym.

. Obliczy¢ calke:

2

dx
o 4 sinx

Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa ma asymptot¢ pionowg w zerze. Dlatego
nie mozna zastosowa¢ wzoréw dla funkcji regularnych. Musimy wigc wyrugowac¢ oso-
bliwos¢ funkcji podcatkowej za pomocg odpowiedniego podstawienia. Podstawmy sinx
=% Stad cosxdx = 2tdt. Podstawiajac do calki, otrzymamy:

J =

J_J“ 2dt _J“ 2dt
v Cosx /1—t4.

Uwzgledniajac symetryczno$é, catka ta jest taka sama, jak w zadaniu 2, tj. J = 2,622 057 7.

. Pokazac, ze calka:

2

dx

e

jest tozsama z catka z zadania 3.
Wskazdéwka: zastosowa¢ podstawienie x = Y21t — ¢.

J =

. Obliczy¢ catke:

J_Jl‘ x? dx
o 1+xt [yt

Rozwigzanie. Wyrazenie pod pierwiastkiem rozktadamy na czynniki:

2

1 1 2
7= J‘ X 1 dx  _ _[ 1 X 1

o 1+xt J1- J1ex? 1= THxt 14 x
Pierwszy czynnik jest funkcja wagowa, jak w metodzie Gaussa-Czebyszewa I, a ilo-

czyn dwdch ostatnich utamkéw jest funkcja regularng g(x). Mozemy wigc jg obliczy¢
stosujagc wzor (19.6). Obierajac 6 rzednych, otrzymamy J = 0,3926592. Wartos¢ do-

dx.
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ktadna: J = 0,39269908... Widzimy, ze piate miejsce dziesi¢tne jest niedoktadne. Gdy
wezmiemy 10 rzednych, otrzymamy J = 0,3926986. Réznica jest na 6. miejscu dzie-
sigtnym.

. Obliczy¢ calke:

do

/2
J = .
'[0 (cos @ +sin H)x/cos Gsin @

Rozwiagzanie. Wykres funkcji podcatkowej (rys. 15) jest symetryczny wzgle-
dem 0 = 45°, gdzie osigga minimum réwne 1. Na krancach przedziatu catkowania wyste-
puja osobliwosci, ktére daje iloczyn cosBsin®.

0[°]

o (= N W = wv [¢)] ~ [¢e)
1

0 15 30 45 60 75 90
Rys. 15

Catke powyzsza mozna obliczy¢ analitycznie, bez uciekania si¢ do funkcji pierwotnej,
co oméwimy w zadaniu 7 na s. 163. Teraz obliczymy ja numerycznie. Osobliwos¢
w sasiedztwie zera jest typu 1/V8, za$ na drugim koncu — typu 1/(Va1t— 0). Za funkcje
wagowa mozemy wiec przyjac¢ 1/[6-(VaTt— 012, Wyrazenie na J, przydatne do numerycz-
nego catkowania wzorami Gaussa-Czebyszewa I, przyjmie zatem postac:

o) = .
8() (cos@+sind) | cosBsin b

Jej wykres pokazany jest na rys. 16. Jest to krzywa symetryczna wzglgdem 6 = 45°, rze-
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czywiscie regularna, przyjmujaca na krancach wartos§¢ ", a posrodku warto$¢ mini-
malng, réwng '/,. Catke w tej postaci mozemy obliczyé za pomocg wzoru (19.9). Wynik
moze by¢ nawet Scisty, jesli blad metody A = 0. Catki na J nie musimy transponowac, co
sugeruje wzor (19.9). W tym przypadku wzoér Czebyszewa I mozemy zastosowaé bez-
posrednio:

1,8 -
1,6 -
1,4 -
1,2 -

1 \/
0,8 -
0,6 -
0,4 -

0,2 -

0 T T T T T 1
0 15 30 45 60 75 90

Rys. 16. Funkcja regularna g(8)

J:J‘”’zﬂdé’:ﬂlzn:g(@i)+ﬂ,
n-y

gdzie O; dane sg wzorem (17.2), ktéry przyjmuje tu posta¢ 6; = 45°(1 + t,), za$ t; s3
pierwiastkami réwnania cosnt =0, danymi wzorem (17.1). Pro$ciej méwiac, 8; odpo-
wiadaja rzutom na o$ 0 $srodkéw jednakowych tukéw, na ktére podzielony zostat p6t-
okrag o $rednicy 90°, lezacy na osi 0 (rys. 11).

Z powyzszego wzoru wida¢, ze J réwna si¢ Trazy Srednia rz¢dna brana do obliczen.
Wzér jest szybko zbiezny. Juz dla n > 3 $rednia rzgdna jest stala, réwna 1, co daje Scisla
warto$¢ réwng J = TU

b) Wzory Czebyszewa Il
Wzory te dotyczy obliczania catek typu:

fw/ 1-x? g(x)dx. (19.10)

Funkcja podcatkowa ma styczne pionowe w punktach x = £1 (rys. 17). Jest to wigc
funkcja osobliwa, ktéra nie nadaje si¢ do catkowania numerycznego zwyktymi metodami.
Wydzielamy zatem funkcje wagowa 0(x) = (1 — x%)"2 (jest nig p6tokrag), zawierajaca
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osobliwos¢, i funkcje regularng g(x). Wielomianami ortogonalnymi w przedziale (-1, 1),
z powyzsza funkcja wagowa, sg wielomiany Czebyszewa Il rodzaju (patrz § 29). Do-
wod ortogonalno$ci pokazany jest w zadaniu 1 nas. 101.

0,81

0,6 1

0,4 1

0,2 1

a
O

41 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
Rys. 17. Funkcja wagowa 0(x) = (1 - x)"?
Wzér na catkowanie (19.10) dany jest ogélnym wzorem (19.1), gdzie x; = ¢; sg pier-
wiastkami wielomianu U,(f). Znajdziemy je z rozwigzania réwnania U,(f) = O, gdzie
t jest zmienng z przedziatu (-1, 1). Podstawiajac t = cos®, w kategoriach kata row-
nanie to przyjmie posta¢ sin(n+1)8/sin® = 0, co redukuje si¢ do réwnania sin(n+1)6
= 0. Spelniaja je argumenty:

(n+1)0, =im, i=1,2,...,n
Stad: 0; = iT/(n+1),

co definiuje potozenie weztow w przedziale (-1, 1):
t;=cos [iTV(n+1)], i=1,2,...,n (19.11)

Mnozniki M; mozna obliczy¢ ze wzoru (4.5), gdyz wielomian ortogonalny jest znany,
rowny G,(x) = U,(x). Wzor (4.5) przybiera postaé:

M, = ] ‘[1/1 x> UL (x)dx.

a Un l nl(‘x)

n-1

Takze i w tym przypadku iloraz a,/a,-; = 2. Podstawiajgc w calce x = cos6, dx =
-sin0d6, otrzymamy:

Mi:,#‘[sm n0do, i=12,...,n.
U, (x)U, (%) 5

n

Catka kwadratu sinusa jest stala, réwna Y21t Tak wiec:
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M=—1 i=1,2,....n.
U, (%), (x)
Problemem jest obliczenie mianownika w miejscach zerowych x; = f;, danych wzo-
rem (19.11). Korzystajac z zadania 4, gdzie obliczona jest pochodna wielomianu U/, (x),
iloczyn U’ (x)U,-1(x) przyjmie postaé:

xU,(x)=(n+DT , (%)
1-x°

U, (x)U,,(x) = U, ().

Jesli za x podstawimy odcigte wezidw x;, to odpadnie U,(x), gdyz zeruje si¢ w weztach.

Stad:

B (n + I)Tn+1 (x,‘)
1-x7

1

Ur’l (‘xi ) Un—l (x[) = U,,_l (x,-) .

Stosujac podstawienie x; = cos6;, otrzymamy:

U'(x)U, (x)= —L-:lcos (n+1)8,sinB, = - n.+31 [sin(Zn +1)8, —sin 91.]
sin” 6, 2sin” ©,
_ n+1 |sin(2n+1)8, Cqlentl | sin(2n +1)8,
2sin’ §, sin @, 2sin’ 0, sin ©,
Latwo pokazac, ze:
sin(2n+1)0,/sin®; = sin(21t— 6;) = —sin®o;.
+1
Stad: U, (5)U, () =5
sin” 6,
Zatem mnozniki rzgdnych wyrazg si¢ ostatecznie wzorem:
n ., . .
M, = sin i, i=1,2,...,n. (19.12)
n+l n+1
Wzér na calkowanie numeryczne przyjmie zatem postac:
1 n
_ T . m . 19.13)
1-x’g(x)dx=—->) sin’ ilglx)+A (
j} g@de="23 (nﬂjg( )4,

gdzie x; dane jest wzorem (19.11).
Btad metody A mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4.2). Uwzgledniajac, ze G,(x) = U,(x),
za$ a, =2", otrzymamy:
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220 | j1/1 ¥ U(x)dx.

n)'22n
Catka réwna si¢ Y211 co otrzymuje si¢, podstawiajac x = cos6. Stad:

n n
= 2 g (), no(-L1). (19.14)

PRZYKEAD 18. Obliczy¢ catke:

1
J :J“, 1-x* cosxdx.
0

Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa jest symetryczna, stad:

1

J :%I\/ 1-x% cos xdx.
-1

Dzigki temu mozemy jg obliczy¢ za pomoca metody Gaussa-Czebyszewa II, stosujac wzor
(19.13). Rzedne cosx; znajdujg si¢ w punktach x; = ¢;, danych wzorem (19.11). Obierajac 5
rzednych, otrzymamy J = 0,691 2298. Wartos¢ doktadna: J = 0,6912298... Cho¢ obraliSmy
tylko 5 rzednych, obydwa wyniki sg identyczne. Wynika to stad, ze w przedziale (-1, 1)
funkcja kosinus jest bardzo dobrze aproksymowana wielomianem 4. stopnia, a rzad do-
ktadnosci wzoru o pigciu rzednych wynosi m = 9. Dokladny wynik otrzymalibySmy juz
przy trzech rzednych.

W przypadku catek typu:

J (x—a)b—x) g(x)dx

funkcja podcatkowa ma asymptoty pionowe na krancach przedzialu catkowania. Pod-
stawienie (17.2) daje dx = ¥2(b-a)dt, przeksztatca przedziat (a, by w przedziat (-1, 1).
Uwzgledniajac (19.8), catka przyjmie postac:

j,/(x—a)(b—x) g(x)dx=(Lh)’ j J1-12 g(0)dr | (19.15)

jak we wzorze (19.10), ktérej posta¢ numeryczna dana jest wzorem (19.13), gdzie h =
b—a jest dlugoscia oryginalnego przedziatu calkowania.

100
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Zadania

1. Pokazag, ze:

k#n

1
0
1-12 U, (U, (dt =1~ .
I OV, (1) {ln .

2

D o w 6 d. Stosujac podstawienie ¢ = cos8, catka powyzsza przybiera postac:

[ sink8'sinn@ de.

Gdy k = n, réwna si¢ 2T, co mozna obliczy¢ w pamigci. Gdy k # n, oblicza si¢ ja ana-
logicznie, jak w zadaniu 3 na s. 85, zamieniajac iloczyn sinuséw na sum¢ kosinuséw
odpowiednich katéw (patrz (§ 29). Stad:

[ sink8sinn@d® = ¥4 " [cos(k-n)8—cos (k+n)8]d =
Va[sin (k—n)| /(k—n)—sin (k +n)|g/(k+n)] = 0.

. Obliczy¢ T',(2).

Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (17.6), otrzymamy:

T’(t):ﬂ _ dcos nd _ ns.lnne —nU (1)
dt dcos 0 sin©

n

. Obliczy¢ T",(2).

Rozwigzanie. Rbézniczkujgc pierwszg pochodng, otrzymamy:

7o) = 471 - nd(sinn/sin®)
dt dcos©

czyli T"(t) _,sin nBcosB-ncos nBsmG_

n

sin’ 0

Przechodzac z powrotem na wielomiany Czebyszewa, otrzymamy:

p el 00
1-t

. Obliczy¢ U’ ().

Rozwigzanie. Skracajac ostatniag rownos$¢ w zadaniu 3 przez n, otrzymamy:

U (t)-nT, (1)
1-7° '

U, () = (1 + DT, (1)

1-¢2 '

U, ()=

Stad: Ul(t)=
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5. Obliczy¢ catke:

J ='1[ s 1=x? cosh xdx.
0

Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa jest symetryczna, stad:

J :éj y 1—x* cosh xdx.

-1

Dzigki temu mozemy ja obliczy¢ za pomoca metody Gaussa-Czebyszewa II, stosujac
wz6r (19.13). Rzedne coshx; znajduja si¢ w punktach x; = ¢;, danych wzorem (19.11).
Obierajac 5 rzednych, otrzymamy J = 0,887 7498. Warto$¢ doktadna J = 0,887 7498...
Cho¢ obralismy tylko 5 rzednych, obydwa wyniki sg identyczne. Wynika to stad, ze
w przedziale (-1, 1) funkcja kosinus hiperboliczny jest bardzo dobrze aproksymowana
wielomianem 4. stopnia, a rzad dokladno$ci wzoru o pigciu rzednych wynosi m = 9.
Doktadny wynik otrzymaliby$my juz przy trzech rzednych.

¢) Wzory z waga [x/(1— x)]Y?
Wzory te dotycza catkowania calek typu:

j\/z () dx. (19.16)

Funkcja podcatkowa ma asymptote pionowa w punkcie x = 1 (rys. 18).

O 1 1 1 1 J
0 0,2 0,4 0,6 08 1

Rys. 18. Funkcja wagowa 6(x) = [x/(1 - x)]
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Jest to wiec funkcja osobliwa, ktdra nie nadaje si¢ do numerycznego catkowania zwy-
ktymi metodami. Funkcjg wagowa, zawierajacg osobliwos¢, jest 8(x) = [x/(1 — x)]"2
Wielomianami ortogonalnymi w przedziale (0, 1) z tg funkcjg wagowsq sg wielomiany:

G,(x)= 1 T (\/; ) = T"T(t) dla n nieparzystych,

Jx

gdzie ¢ = x"%. Dowdd podany jest w zadaniu 2 na s. 105. Wezly wyznaczaja pierwiastki
wielomianu ortogonalnego G,(x) = 0. Znajduja si¢ wiec w punktach #; = x;¥?, ktére sa
pierwiastkami wielomianu nieparzystego 7,(f), danymi wzorem (17.1). Zatem:

= 2(9; —1)TL | = 19.17
X; = cos (21 1)2n i=1,2,....,n. ( )

Mnozniki M; mozna obliczy¢ ze wzoru (4.5), gdyz wielomian ortogonalny jest zna-
ny, réwny G,(x) = x Y?T,(\x) dla n nieparzystych. We wzorze (4.5) n—1 zastepujemy
przez n-2, gdyz pod uwage bierzemy tylko nieparzyste wielomiany. Stad a,/a,—, = 4.
Tak wigc wzér (4.5) przybiera postac:

]
M,=— 4 J‘\/Tan_z(x)dx, i=1,2,....n.
G, (xi)Gn—z(xi) Y 1-x

Uwzgledniajac, ze:

G-2(x) = x™*T,-(Nx)
G,(x) = [x2T,(Vx)] = -vax 2T, (\Vx) + x V27", (Nx)vax V2,

Podstawiajgc za x = x;, otrzymamy:

G,o(x) = Xi_ﬂzTn—z(\/xi)
G(x)= T’n(\/xi)/in.

Podstawiajac te wielkosci do wzoru na mnozniki, otrzymamy:

1

8 1.5 TZ
M, = i J' -2 i=1,2,...n
T'( [ [ x(l Xx)

n [ 0

Podstawiajac w calce x = cos?6, dx = —2cos0sin0d8, otrzymamy:

8xl.5 w2

M =—fp 0 )ZICOSZ(H—Z)ede, i=L2,...,n.
0

R A Ty

Catka kwadratu kosinusa réwna si¢ %41t Tak wigc:
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2./x,
M, =— \/;’ y 2TTx;, i=L2,...,n
Tn (\/;i)]:1—2 (\/;I)
Problemem jest obliczenie wyrazenia utamkowego w miejscach zerowych x;, danych
wzorem (19.17). Stosujac podstawienie x; = cos®8; oraz korzystajac ze wzoru (17.6) na
pochodng wielomianu 7",, w kategoriach zmiennej 6, wzor powyzszy przyjmuje postac:
2cos 6, sin 6,

M, =— ‘ ‘ 2Ty, i=12,....,n
nsinnB, cos(n —2)6,

Mozna pokaza¢ (patrz zadanie 4), ze gdy 6; = (2i-1)772n, to wyrazenie utamkowe redu-
kuje si¢ do 1n, czyli jest niezalezne od i. Zatem mnozniki rzednych wyrazg si¢ wzorem:

M, =21 i=1,2,...n. (19.18)

n
Obliczenie catki (19.16) odbywa si¢ wg ogélnego wzoru (19.1), gdzie wezty dane sg
wzorem (19.17), za§ mnozniki rzednych dane sg wzorem (19.18).
Blad metody A mozna wyznaczyé ze wzoru (4.2). Podstawiajac G,(x) = x V2T,(Vx),
za$ a,=2"", otrzymamy:

_ g IT
)12 Jx(d-x)

Calka ta byta juz liczona przy okazji mnoznikéw M;, réwna si¢ Y21 Stad:

=Wg(2’”(n), r]D(_L 1>, (19.19)

gdzie n jest nieparzyste.

PRZYKEAD 19. Obliczy¢ catke:

1
J =_(|: N ﬁ (coshx—l)dx.

Rozwigzanie. Calke t¢ mozna scatkowaé wg wzoru (19.1), w ktérym wezly dane sg
wzorem (19.17), a mnozniki rzednych — wzorem (19.18). Do obliczen bierzemy 9 rzed-
nych (liczba rzednych musi by¢ nieparzysta). Po wykonaniu dziataf, otrzymamy J =
0,524 0160. Wartos¢ doktadna wynosi 0,524 0160. Widzimy, ze obydwa wyniki pokrywaja
si¢ do 7 cyfr dziesietnych. Wynika to stad, ze w przedziale (0, 1) funkcja kosinus hiper-
boliczny jest bardzo dobrze aproksymowana wielomianem 4. stopnia, a rzad doktadnosci
wzoru 0 9 rzednych wynosi m = 17.

W zastosowaniach spotyka si¢ catki typu:

104
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|x—a
j b—x g(x)dx.

Podstawienie x = a + (b—a)t przeksztalca przedzial {a, b) w przedziat (0, 1), a funkcj¢
wagowa w funkcje wagowa znanego typu:

|x=a _ | _t_
b—x 1=t~

Uwzgledniajac, ze dx = (b—a)dt oraz wprowadzajac oznaczenie g(t) = g[x(7)], catka
powyzsza przyjmie postac:

]j\/ﬁg(@dx:(b—a)j\ig(t)dt, (19.20)

jak we wzorze (19.16), ktérag umiemy oblicza¢.

Zadania

1. Kiedy funkcje T,(t)/ti T,(NH)/Nt sa wielomianami?
Odpowiedz. W obydwu przypadkach, gdy wielomiany Czebyszewa sg niepa-
rzyste, czyli gdy n jest nieparzyste.

2. Pokazaé, ze funkcja T,(N)/\t jest wielomianem ortogonalnym w przedziale (0, 1), gdy
waga 0(f) = V[t/(1-1)].
Rozwiagzanie. Inaczej méwigc, mamy wykazaé, ze:

IE L1, /o1, =o, k#n,

Z zadania 1 wiemy, ze warunek ortogonalno$ci ma sens, gdy indeksy k i n s nieparzy-
ste. Stosujac podstawienie \t = cos®, czyli ¢ = cos?®, dt = —2cos0sinB8d®, calka po-
wyzsza przybiera postac:

w2 /2
J‘cgise — 1 oskBcosn®2cosBsinBd0 =2 j coskBcosnBdb =
2 sin @ C()s2 )
™2 1 1
— = 1 1 1 — 1=
.([ [cos(n + k)8 +cos(n—k)B]a0 n+ks1n(n+k)2T[+n_ksm(n k);m=0,

c.b.d.o. Catke t¢ juz mieliSmy w zadaniu 3 na s. 85, ale w przedziale (0, . Poniewaz
indeksy k i n moga by¢ tylko nieparzyste, to ich suma i réznica s3 parzyste. A sinus pa-
rzystej wielokrotnosci Y21t zeruje sig.

3. Dla jakiej funkcji wagowej 8(x) funkcja T,(x)/x jest ortogonalna w przedziale (0O, 1)?
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d)

Rozwigzanie. Funkcja ta bedzie ortogonalna, gdy:
1
Ie(x)x—lsz(x)Tn(x)dx:O, k#n.
0

Z zadania 1 wiemy, ze warunek ortogonalnosci ma sens, gdy indeksy k i n sa nieparzy-
ste. Stosujac podstawienie x = cos6, dx = —sin0d6, catka powyzsza przybiera postac:

w2 2

o(e) L coskBcosnBdd = I G)(G)% coskBcosnBdb.
cos
0

Aby catka ta zerowala sig, funkcja wagowa ©(6) musi réwnaé sie cos’8/sin®. Otrzy-
mamy bowiem caltke, o ktérej wiemy, ze si¢ zeruje, gdy k 1 n sg nieparzyste. Przecho-
dzac na zmienng x, funkcja wagowa przyjmie postac:

Funkcja ta nie wnosi nowej jakos$ci, gdyz:

G(x)g(x) - ng(x) - 81(x)
V1-x 1-x°
gdzie g1(x) jest nowa funkcja regularna. Mamy wiec funkcje podcatkowa o znanej oso-
bliwosci.

. Pokaza¢, ze wyrazenie utamkowe:

2¢0s0,sin 6,

: = i=1,2,....n
sinnB, cos(n —2)0,

jest stale, niezalezne od i, rtéwne 1, gdy 6; = (2i—1)1V2n.
Rozwiagzanie. W wyrazeniu powyzszym mozemy zwina¢ licznik:
sin 20,

sinnB, cos (n—2)0,

Kat n6; = (2i—1)12. Sinus nieparzystej wielokrotno$ci Y2mréwna si¢ ¥1. Z kolei kat:
(2]’1_2)95 = 2]’19,‘ - 29, = (2l_1)T|'/2 - 29,

Kosinus tego kata réwna si¢ Fsin26; (zastosowaliSmy tu wzér redukcyjny). Zatem
mianownik réwna si¢ sin20;, tyle co licznik. Tak wiec wyrazenie utamkowe réwna
si¢ 1, c.b.d.o.

Wzory z waga (1 —x)¥2

Wzory te dotyczg catkowania catek typu:
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[JTx g(yds, (19.21)

Funkcja podcatkowa ma asymptote pionowg w punkcie x = 1 (rys. 19). Jest to wigc
funkcja osobliwa, ktéra nie nadaje si¢ do numerycznego catkowania zwyklymi meto-
dami. Funkcja wagows, zawierajacg osobliwoéé, jest 8(x) = (1 — x)”2. Wielomianami
ortogonalnymi w przedziale (0, 1) z powyzsza funkcjg wagowg sg wielomiany:

G, (x)= ! P ( [1-x ) AG) dla n nieparzystych,

n

1-x t

0,8

0,6

0,4

0,2

0 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 19. Funkcja wagowa 6(x) = (1 - x)?

gdzie ¢ = (1-x)”2 Dowdd podany jest w zadaniu 1 na s. 110. Wezty wyznaczajg pier-
wiastki wielomianu ortogonalnego G,(x) = 0. Znajduja sic wiec w punktach #; = (1 — x,)*2
ktére sg pierwiastkami wielomianu nieparzystego P, ().

Mnozniki M; mozna obliczy¢ ze wzoru (4.5), gdyz wielomian ortogonalny jest zna-
ny: G,(x) = P,(¢)/t, gdzie t = (1-x)". We wzorze (4.5) n-1 zastepujemy przez n-2,
gdyz pod uwage bierzemy tylko wielomiany nieparzyste. Stad, uwzgledniajac (16.2):

B

a, _(Qn-1)@2n-3) (19.22)
n(n—1)

an*Z
Tak wiec wzdr (4.5) przybiera postac:

_@n-1H(@2n-3) 1
M. =
' n(n—1) G, (xi ) G,,(x)

1
[V1-xGl,(x)ax,
0

Uwzgledniajac, ze:

Gn—Z(x) = Pn—Z(t)/t’
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/ , _
G;<x>:(ft’nj EORO

Podstawiajac za x = x;, otrzymamy:
Gu-2(x) = P01,
G(x) = ;P (1)1,

gdzie ¢; = -1/2t, Aby G, (x;) 1 P',(t;) mialy ten sam znak, w miejsce #; musimy wzia¢
|#'|. Podstawiajac te wielkosci do wzoru na mnozniki, otrzymamy:

i

y = @n=h@n-3) 21} P>, () i
l n(n—=1) Pn'(ti)Pn—Z () 0 t

Podstawiajac w catce x = 1-1°, dx = —2tdt, otrzymamy:

_(2n-1H(2n-3) 21
M- - i
l n(n=1) I)n,(ti)l)n—2 (ti)

1
2[R (0)dr,
0

Wykorzystujac symetri¢ funkcji podcatkowej, otrzymamy:

_(2n-D2n-3) 2t,.3
M, =
’ n(n=1  P(t)P,()

n

ij_z ()dt .

-1

Ze wzoru (26.13) wynika, ze catka w powyzszym wzorze réwna si¢ 2/(2n—3). Tak wiec:

_@n-1) 4

= i=1,2,....,n.
"on(n-1) Pn'(ti)Pn—Z(ti)

Problemem jest obliczenie wyrazenia utamkowego w miejscach zerowych wielomianu
P,(t). Musimy odwota¢ si¢ do wzoréw rekurencyjnych wielomianéw Legendre'a. Ze
wzoru (26.4) wynika, ze:

_@n-1)
Pn—z(ti) - (n _1)

Podstawiajac ten wzor do wzoru na mnozniki, otrzymamy:

1B ()

_1 41!

e T o 1 =1,2,...,n.
l nPr:(ti)Pn—l(ti) POt

Z kolei ze wzoru (26.9) wynika, Ze:
nPn—l(ti) = (l_tiz)P,n(ti)'

Podstawiajac ten wzor do wzoru na mnozniki, otrzymamy ostatecznie:
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41!

M =—*i 1 =1,2,...,n. .
Ta-2P z(ti) ! n (19.23)

Jesli poréwnamy ten wzér ze wzorem (16.3), w ktéorym H; = ¥2M;, to widzimy, ze po-
wyzsze mnozniki sg 2t razy wieksze, niz mnozniki H; dane wzorem (16.3) dla niepa-
rzystych n. Obliczenie catki (19.21) odbywa si¢ wg og6lnego wzoru (19.1).

Btad metody A mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4.2). Podstawiajac G,(x) = P,(¢)/t oraz
a,, dany wzorem (16.2), otrzymamy:

: 22)1 (n ,)4

_ PO
[(2n)'1*

p no{0,1).

1
<
0
Ostatnia catka byta juz liczona przy okazji mnoznikéw M;, réwna si¢ 2/(2n+1). Stad:

22n+1 (n' )4

~an+nieny ¢ = no(0.1), (19.24)
gdzie n jest nieparzyste.

PRZYKEAD 20. Obliczy¢ catke:

1
J= [ 1=Vxdx.
0
Rozwigzanie. Stosujemy podstawienie Vx = z. Otrzymamy calke:
1
J={{1-x2xdx,
0

ktérag mozna scatkowac $cisle wg wzoru (19.21). Funkcja regularng g(x) = 2x jest bo-
wiem funkcja liniowa. W tym przypadku wystarczy wzig¢ trzy rz¢dne, potozone w punk-
tach x; = 1 — 17, gdzie wg tabeli 4 odcicte t,5 = V2 + 14V0,6, 1, = 2. Mnozniki rzednych M,
sa 217 razy wieksze, od tych podanych w tabeli 4 dla n = 3, czyli wynosza: M, 5 = */gt, 5%,
M, = ®¥st,°. Po wykonaniu dziatan otrzymamy J = %ys. Taki sam wynik otrzymamy z cat-
kowania analitycznego.

W zastosowaniach spotyka si¢ catki typu:
b
J b—x g(x)dx.

Podstawienie x = a + (b—a)t przeksztatca przedziat {a, by w przedziat (0, 1), a funkcj¢
wagowa w funkcje wagowa znanego typu:

Jb-x=Jb-a)i-1)
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Uwzgledniajac, ze dx = (b—a)dt oraz wprowadzajac oznaczenie g(f) = g[x(#)], calka
powyzsza przyjmie postac:

[Vb=x gydx=-a)” [{1-1 gt)ar, (19.25)

jak we wzorze (19.21), ktérg umiemy obliczaé.

Zadania

1. Pokazaé, ze funkcja P,[N(1-H)N(1-1) jest wielomianem ortogonalnym w przedziale
(0, 1y, gdy waga jest 8(r) = V(1 — 1), gdzie P, jest wielomianem Legendre'a.
Rozwigzanie. Zauwazmy wpierw, ze funkcje P,[N(1-D]N(1-1) sg wielomia-
nami jedynie w przypadku nieparzystych n. Mamy wykaza¢, ze:

F%P(F [T~
I

o t—

P(,/ 1P (\J1-1)dt =0, k#n.

Stosujac podstaw1aja,c 1-1t = x% —dt = 2xdx, catka powyzsza przybiera postaé:

1 1
2! i P, (x)P, (x) xdx ::[Pk(x)Pn(x)dx:O,

jesli k # n i1 obydwa indeksy sa nieparzyste. WykorzystaliSmy tu wlasnos¢, ze iloczyn
dwéch funkcji nieparzystych jest parzysty.

e) Wzory z waga (1 —x)™2
Wzory te dotyczg catkowania catek typu:

1

(19.26)
0

Funkcja podcatkowa ma asymptote pionowg w punkcie x = 1 (Rys. 20). Jest to wigc

funkcja osobliwa, ktéra nie nadaje si¢ do numerycznego catkowania zwyklymi metoda-

mi. Funkcja wagowa jest 8(x) = 1/(1 — x)2. Wielomianami ortogonalnymi w przedziale

(0, 1) z powyzszg funkcja wagowa sa wielomiany:

G,(x)=P, (1/ I-x ) =P 1) dla n parzystych,
gdzie ¢ = (1-x)¥2. Dowdd podany jest w zadaniu 1 na s. 113. Wezly wyznaczaja pierwia-

stki wielomianu ortogonalnego G,(x) = 0. Znajduja si¢ wigc w punktach #; = (1 — x,)"?,

ktére sg pierwiastkami wielomianu parzystego P,(t).
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Mnozniki M; mozna obliczy¢ ze wzoru (4.5), gdyz wielomian ortogonalny jest znany,
jest nim G, (x) = P, (), gdzie t = (1-x)"2. We wzorze (4.5) n—-1 zastepujemy przez n-2,
gdyz pod uwage bierzemy tylko wielomiany parzyste. Stad, uwzgledniajac (16.2),
wzOr (4.5) przybiera postac:

= 2n=b@n-3) 1 G

l n(n - 1) Gr,1 (‘xi)Gn—2('xi) ‘(.). V l_x .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Rys. 20. Funkcja wagowa 6(x) = 1/(1 — x)*?

Uwzgledniajac, ze:

Gn—Z(x) = Pn—Z(t)a

Ghy(x)= P, (.
Podstawiajac za x = x;, otrzymamy:

G-2(x;) = P,-o(1),

G(x;) = P, (t) 7],
gdzie t; = -1/2t;. Aby G (x;) 1 P',(t;) mialy ten sam znak, w miejsce #; musimy wzigc
|#]. Podstawiajac te wielko$ci do wzoru na mnozniki, otrzymamy:

y = @n-b@n=3 2, [ BL®

’ nn=1  P,)P,@t) 3 ¢

n

dx .

Podstawiajgc x = 1- 12, dx = —2tdt, otrzymamy catke réwng 2/(2n - 3). Tak wigc:

_@n-1) 2,

= i=1,2,....,n.
I n(n—=1) Pn,(ti)Rr2(ti)

Problemem jest obliczenie wyrazenia utamkowego w miejscach zerowych wielomianu
P,(t). Wykorzystujac te same zwiazki rekurencyjne co poprzednio, otrzymamy:
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2

M =— '=l,2,..., .
I (l_tiz)Pn, Z(ti) l "

(19.27)

Poréwnujac go ze wzorem (16.3), widzimy, ze powyzsze mnozniki sg 2 razy wigksze,
niz mnozniki H; dane wzorem (16.3) dla parzystych n. Obliczenie calki (19.26) od-
bywa si¢ wg ogélnego wzoru (19.1).

Btad metody A mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4.2). Podstawiajac G,(x) = P,(¢) oraz a,,
dany wzorem (16.2), otrzymamy wzor (19.24) z tym, Ze n jest parzyste.

PRZYKEAD 21. Obliczy¢ catke:

J:_l[ dx
0

Ji-vx

Rozwigzanie. Stosujemy podstawienie Vx = ¢. Otrzymamy calke:

1
J :j 2 dt,

oA 1-t
ktéra mozna scatkowac¢ §cisle wg wzoru (19.26). Funkcja regularng g(f) = 2¢ jest bowiem
funkcja liniowa. W tym przypadku wystarczy wzig¢ dwie rzedne, polozone w punktach 7,
=1- xl,zz, gdzie wg tabeli 4 odciete x1, = Y2 + ¥5/V3. Mnozniki rzednych M; sg dwa razy
wigksze, od tych podanych w tabeli 4 dla n = 2, czyli wynoszg 1. Catka réwna si¢ wigc J
= g1 + g2. Po wykonaniu dziatan otrzymamy J = 2%. Taki sam wynik otrzymamy z catko-
wania analitycznego.

W zastosowaniach spotyka si¢ catki typu:

)
b-

dx .

QA C—
oQ
~
=

=

Podstawienie x = a + (b—a)t przeksztalca przedzial {a, by w przedziat (0, 1), a funkcj¢
wagowa w funkcje wagowa znanego typu:

Jb-x=Jb-a)a-1

Uwzgledniajac, ze dx = (b—a)dt oraz wprowadzajac oznaczenie g(f) = g[x(¢)], calka
powyzsza przyjmie postac:

J‘ g(x) dx:(b_a)l/zj g(1) dt (19.28)

jak we wzorze (19.26), ktérag umiemy obliczac.
W zastosowaniach spotyka si¢ tez catki typu:
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1 [ 8w
+
:[1 1+x g(x)dx :[\/mdx_
W obydwu przypadkach funkcja podcatkowa ma osobliwo$¢ w punkcie x = 1. Sg
to wiec catki osobliwe, ktéra nie nadaja si¢ do numerycznego catkowania zwyktymi
metodami. Funkcja wagowa jest 8(x) = 1/(1 + x)¥2 Dla tej funkcji wagowej nie ma
znanych wielomianéw ortogonalnych w przedziale (-1, 1). Trudno$¢ t¢ mozemy
obejs¢, stosujac podstawienie x = —¢. Otrzymamy:

j,/l—xg(—x)dx J.j%

(po wykonaniu przeksztatcen t mozemy zastapi¢ przez x). Osobliwo$¢ wystepuje teraz
w punkcie x = 1. Catkowanie mozemy rozbi¢ na dwa podprzedziaty (-1, 0) i (0, 1).
W przedziale (-1, 0) funkcja podcatkowa jest regularna, za$ przedziat (0, 1) obejmuje
osobliwo$¢. Catkowanie mozemy wiec wykonac, jak we wzorze (19.21) czy (19.26).

Zadania

1. Pokazaé, ze funkcja P,[V(1-1)] jest wielomianem ortogonalnym w przedziale (0, 1),
gdy waga jest 8(r) = (1— 1) ™2, gdzie P, jest wielomianem Legendre'a.
Rozwigzanie. Zauwazmy wpierw, ze funkcje P,[N(1-0)] sg wielomianami je-
dynie w przypadku n parzystych. Mamy wykaza¢, Ze:

1

k#n.

0

Catke te mieliSmy juz w zadaniu 1 na s. 110.
2. Obliczy¢ catke:

- '1[ dx
0 4 1-x
Rozwiazanie. Stosujemy podstawienie Vx = ¢. Otrzymamy catke:
S
= dt
=
ktérag mozna scatkowac Scisle wg wzoru (19.26). Funkcja regularng g(7) = 2¢ jest bowiem
funkcja liniowa W tym przypadku wystarczy wzia¢ dwie rz¢dne, potozone w punktach
ho=1- x12 , gdzie wg tabeli 4 odciete x;, = ¥2 £ ¥2/V3. Mnozniki rzednych M; sg dwa
razy wicksze, od tych podanych w tabeli 4 dla n = 2, czyli wynosza 1. Catka réwna si¢

wigc J = g1 + g2. Po wykonaniu dziatan otrzymamy J = 2%. Taki sam wynik otrzyma-
my z calkowania analitycznego.
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§ 20. Calkowanie w przedziale nieskonczonym

Poprzednio omawialiSmy catkowanie w przedziale skonczonym funkcji regularnych
i osobliwych. Funkcja wagowa 6(x) w przedziale (0, «) jest funkcja thumigca €™, a w prze-
dziale (-, o) funkcja zwiazana z gesto$cia rozktadu normalnego e ™" lub ™.

a) Wzory Laguerre'a
Wzory te, zwane tez wzorami Gaussa-Laguerre'a, dotyczg obliczania catek typu:

Te_xg(x)dXZEn:Mig(xi)+A. (20.1)

0 i=1

Wezly x; s3 miejscami zerowymi wielomiandw ortogonalnych Laguerre'a L,(x), dysku-
towanymi w § 27. Mnozniki wyprowadza si¢ ze wzoru (4.5). Zatem:

a 1 P
M, =— ! d.
i a Lr (X- )Ln_l (xi) J. ¢ n—1 ('x) X,

n-1 n \""i 0

Ze wzoru (27.4) wynika, ze iloraz a,/a,-; = -1Un, za$§ catka w powyzszym wzorze réw-
na si¢ 1, niezaleznie od n, co okresla wzér (27.10). Tak wigc:

M ; = _—l .

nLr'l (‘xi ) Ln—l (xi)

We wzorze chcemy si¢ pozby¢ pochodnej L', (x;). Korzystajac ze wzoru rekurencyjne-
go (27.6), otrzymamy:

Lln = _nLn—l/xi,
gdyz L, (x;) = 0. Podstawiajac do wzoru, otrzymamy:

X

S N i=1,2,....n.
WL () (20.2)

Mnozniki M; sa wiec prosta funkcja x;. Korzystajac ze wzoru rekurencyjnego (27.2),
otrzymamy wz6r na mnozniki, tozsamy ze wzorem (20.2):

X

M=—" i=12,...,n.
Lo+, (x) (20.3)

Stosujac wzor (4.2), otrzymamy wzor na btad:

_ ()

0 g% () n 0(0, ). (20.4)

Rzad doktadnos$ci wzoréw m =2n — 1.
Wezly x;, mnozniki M;, rzad doktadno$ci m oraz stala ¢ = (n!)%(2n)! we wzorze na

14
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btad A podane sg w tabeli 6 w zaleznosci od liczby rzednych n < 8. Dane dla wigkszej
liczby rzednych mozna znalez¢ w [1]. UWAGA — w tablicach tych wzér (20.3) podany
jest btednie.

Tab. 6. Potozenie weztéw x;, mnozniki M, rzad doktadno$ci m oraz stata ¢

we wzorze na btad A wzoréw Laguerre'a

n | m X; M; M;e" stata ¢
213 2-+v2=0,58579 1 + V% = 0,85355 1,53332603312 16
2+V2=3,41421 Y =% = 0,146 45 4,450957 33505
3|5 0,415774556783 0,711 093009929 1,077692 859 27 120
2,294280360279 0,278 517 733569 2,762 142 961 90
6,289 945082 937 (-1)0,103892565016 5,601 094 625 43
4 | 7 0,322547689619 0,603 154 104 342 0,832739123838 70
1,745761101 158 0,357 418692438 2,048102 43845
4,536 620296 921 (-1)0,388879 085 150 3,631 146 305 82
9,395070912 301 (—3)0,539294 705561 6,487 145084 41
519 0,263560319 718 0,521 755610583 0,679094 042 208 1/252
1,413403 059 107 0,398 666 811 083 1,638487 87360
3,596425771041 (-1)0,759424 496 817 2,769443242 37
7,085 810005 859 (-2)0,361 175867992 4,315 656 900 92
12,640 800844 276 (-4)0,233699 723858 7,219 186 354 35
6 | 11 0,222846604 179 0,458964673950 0,573535507 423 1/924
1,188932101673 0,417000830772 1,36925259071
2,992736326 059 0,113373382074 2,260 684 593 38
5,775 143569 105 (-1)0,103991974531 3,350 524 582 36
9,837467418383 (-3)0,261017202815 4,886 826 800 21
15,982 873980602 (—6)0,898547906430 7,849 015 945 60
7 | 13 0,193043676560 0,409318951701 0,496 477597 540 1/3432
1,026664895339 0,421831277862 1,177 643060 86
2,567876744951 0,147126348658 1,918 249781 66
4,900353084526 (-1)0,206335144687 2,771848636 23
8,182153444563 (-2)0,107401014328 3,841249122 49
12,734180291798 (—4)0,158654643486 5,380678 207 92
19,395727862263 (=7)0,317031547900 8,405432 486 83
8 | 15 0,170279632305 0,369 188 589 342 0,437723410493 1/12870
0,903701776799 0,418 786 780814 1,03386934767
2,251086629866 0,175794 986 637 1,66970976566
4,266700170288 (-1)0,333434 922612 2,37692470176
7,045905402393 (=2)0,279 453 623523 3,20854091335
10,758516010181 (—4)0,907 650 877 336 4,26857551083
15,740678641278 (—6)0,848574 671627 5,81808336867
22,863131736889 (—8)0,104 800117 487 8,90622621529
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Jak widaé, stata ¢ = (n!)%(2n)! we wzorze na btad A jest do$¢ duza, przy czym wolno
maleje ze wzrostem n. Niekorzystnie wptywa to na doktadnos¢ tych wzoréw, gdy funk-
cja regularna g(x) nie jest wielomianem. W takim przypadku do obliczen catek nalezy
bra¢ wigksza liczbe rzednych.

Uktad (3.4) dla wzoréw Gaussa-Laguerre'a przybiera postac:

D M=k k=0,1,2,....m, (20.5)
i=1

gdzie k oznacza rzad pochodnej funkcji g(x), przy ktérej stoja poréwnane wyrazenia
we wzorach (3.1) i (3.2). Lewa strona przedstawia momenty mnoznikéw J; wzgledem
poczatku uktadu, ktére réwnajg si¢ k!. Moment zerowy i pierwszego rzgdu réwnajg si¢
1, czyli suma mnoznikéw 2M; = 1 i moment statyczny mnoznikéw 2M;x; = 1, czyli
$redni mnoznik (M;) = 1. Inaczej mowiac, ,,masa” mnoznikéw i ich ,,Srodek cigzkosci”
sa rowne 1, bez wzgledu na ich liczbe. Poniewaz ze wzrostem liczby rzednych n wzra-
sta rozcigglo$¢ weztéw, to mnozniki dla weztéw odlegtych od poczatku uktadu musza
szybko maleé, co potwierdza tabela 6. Wynika z niej, ze iloczyn M;e" ma znacznie
mniejsza zmiennosSe.

Zadanie

1. Wyprowadzi¢ wzér Laguerre'a dla n = 3 rzgdnych w sposéb analityczny.
Rozwigzanie. W przykladzie na s. 20 wyprowadziliSmy wzoér Gaussa-Laguerre'a
dla 2 rzednych, uzyskujac wyrazenia algebraiczne. W przypadku trzech i wigcej rzed-
nych nie da si¢ uzyskaé¢ wyrazen algebraicznych. Tym niemniej w przypadku trzech
rzednych mozemy uzyskaé wyrazenia analityczne.

Wiemy, ze wezly znajdujg si¢ w miejscach zerowych wielomianu Laguerre'a trze-
ciego stopnia: Ls = Y5(-x* + 9x® — 18x + 6). Potozenie weztéw okreslajg pierwiastki
réwnania trzeciego stopnia: —x> + 9x* — 18x + 6 = 0. Mnozac je przez —1, otrzymamys:

X -9x*+18x-6=0.

Stosujac podstawienie x = ¢ + 3, réwnanie to mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicz-
nej £ + pt + ¢ = 0, w ktérym nie ma wyrazu kwadratowego:

#-9-6=0.

Wielomian w postaci kanonicznej pokazany jest na rys. 21. Punkt przegiecia wielomianu
wypada na osi rzgdnych w punkcie y = g = —6; jest to jednoczes$nie punkt symetrii
osiowej wielomianu, co wida¢ na rysunku. Ekstrema wielomianu wypadaja w punkach
1= £ (-Yp)¥? = £1,732. Pierwiastki (miejsca zerowe) rdwnania dane sg wzorem:

t,=2 —%pcos[%arccos(j—z\/—iﬁ)—i%] i=0,1,2,

co jednocze$nie okre$la polozenie trzech weztéw x; = ¢; + 3.
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@©

Rys. 21

Mnozniki okreslimy ze wzoru (20.2), gdzie L, = Va(x? — 4x + 2). Wyniki zebrane sg w ta-
beli ponizej. Widzimy, ze sg tozsame z tabelg 6 dla n = 3. Potozenie wezldéw #; zgodne
jesttez z rys. 21.

i t; X; M;

0 3,289945083 6,289 945 082 937 0,010389 256 5016
1 -0,70571964 2,294 280 360 279 0,278517 733569

2 —2,584225443 0,415774556 783 0,711093 009 929

b)

Wzory Hermite'a

Wzory te, zwane tez wzorami Gaussa-Hermite'a, dotyczg obliczania catek typu:

0

J.e_éng(x)dx = iMig(x,.) +A.
i=l

-0

(20.6)

Wezly x; sa pierwiastkami wielomianéw Hermite'a H,(x), dyskutowanymi w § 28. We-
zty sa symetryczne w przedziale catkowania.
Mnozniki wyprowadza si¢ ze wzoru (4.5). Zatem:

J- e H’, (x)dx,

—00

a 1

M, =—"
l a Hr'l (‘x[)Hn—l(‘x[)

i=L2,...,n.
n-1
Ze wzoru (28.3) wynika, ze wspétczynnik wiodacy a, = 1. Stad iloraz a,/a,-; = 1, za$ catka
W powyzszym wzorze réwna sie (2m*%(n-1)!, co wynika ze wzoru (28.10). Tak wigc:

M.:&\/ﬁ’

; - i=1,2,....n.
H)(x)H, (x,)

We wzorze chcemy pozby¢ si¢ pochodnej H',(x;). Pochodna ta réwna si¢ nH,_;, co
wynika ze wzoru rekurencyjnego (28.5). Podstawiajac ja do wzoru na mnozniki,
otrzymamy prosty wzor:
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(n-1)!
M,=7\/5'[ i=1,2,....n. 20.7
e (20.7)
Wzér jest prosty, gdyz dla zadanej liczby rzednych mnozniki M; = stata/H?_(x;) sa
wylacznie znang funkcja potozenia weziéw.

Stosujac wzor (4.2), otrzymamy wzOr na blad:

A:L!\/E[g(z”)(r]) r]D<—oo,oo>_ (20.8)
2n)!
Rzad doktadnosci wzoréw m = 2n — 1.

Wspoétczynnik liczbowy we wzorze na btad (20.8), w odréznieniu od wzoréw
Laguerre'a, szybko maleje ze wzrostem n, co jest korzystne dla doktadnosci obliczen.
Blad ten jest duzo mniejszy od btedu (20.4) dla wzoréw Laguerre'a. Stosunek wigkszego
btedu do mniejszego wynosi n!/V(2m). Bardzo korzystne jest stosowanie duzej liczby
rzednych do obliczen catki. Warto zaznaczy¢, ze w przypadku catek z waga nie mozna
stosowac catkowania ztozonego.

W zastosowaniach bywa stosowany drugi rodzaj wzoréw Hermite'a, gdzie funkcja
wagowa jest e, a nie e % Mianowicie:

0

J‘e_ng(x)dx=iM[g(xi)+A,

-0

(20.9)

W tym przypadku wezty x; sg pierwiastkami zmodyfikowanych wielomianéw Hermite'a,
ktére dla odréznienia bedziemy oznaczali przez h,(x). Istnieje prosty zwiazek pomig-
dzy obydwoma typami wielomianéw. Mianowicie:

ha(x) = 2"?H,(xV2), H,(x) = 27"2h,(xIV?2). (20.10)

Ze zwiazkéw tych wynika, ze znajac potozenie weztow dla jednej funkcji wagowej, to

wezly dla drugiej znajdziemy przez proste przeskalowanie w proporcji do v2. Dla funk-

cji wagowej e™? odlegtosci miedzy weztami sg V2 raza wigksze, niz dla funkcji wa-

gowej e, Podobna zaleznoéé¢ zachodzi dla mnoznikéw M;, co wykazemy nizej.
Zmodyfikowane wielomiany 4,(x) spetniajg zwiazki rekurencyjne:

hn+l(x) = Zth(.X) - 2nh n—1(x),
h,(x) = 2nh ,-3(x).

Mnozniki wyprowadza si¢ ze wzoru (4.5). Zatem:

M= je‘xzhf_l(x)dx, i=1,2,....n.
a, hn(xi)hn—l(xi)

—00

Wspétczynnik wiodacy a, = 2". Stad iloraz a,/a,-, = 2, za$ catka w powyzszym wzorze

118
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réwna sie (M)?2"%(n -1)!. Tak wigc:
M = ’2"(n -1)!
I () e ()

We wzorze chcemy pozby¢ si¢ pochodnej 4',(x;). Pochodna ta réwna si¢ 2nh,_;, co
wynika ze wzoru rekurencyjnego. Podstawiajgc jg do wzoru na mnozniki, otrzymamy:

JT, i=1.2....n

Z27em) iZ12. (20.11)
"onhl(x,) '

Dzielac wzor (20.7) przez wzor (20.11), otrzymamy V2. Inaczej méwigc, mnozniki M,
dla funkcji wagowej e ““? sg V2 raza wieksze niz mnozniki M; dla funkcji wagowej e ™
Stosujac wzor (4.2), otrzymamy wzor na blad:

A=cNT g (M) r]D(—oo,oo>’ (20.12)

gdzie stata ¢ = n!/2"(2n)! Rzad doktadno$ci wzoréw m = 2n — 1.
Uktad (3.4) dla wzoréw Gaussa-Hermite'a z funkcja wagowa e ™ przybiera postaé:

"
ZM SN k=2,4...m

k12 (20.13)
gdzie k oznacza rzad pochodnej funkcji g(x), przy ktérej stoja poréwnane wyrazenia we
wzorach (3.1) i (3.2). Lewa strona przedstawia momenty mnoznikéw J, wzgledem po-
czatku uktadu. Poniewaz wezly, jak i mnozniki maja przebieg symetryczny, momenty
nieparzystego rzedu sg réwne 0. Moment zerowy Jo = 2V (41 = VT, a moment drugiego
rzedu J, = V(%) jest o polowg mniejszy. Tak wigc suma mnoznikéw ZM; = V1L a mo-
ment bezwtadnoéci mnoznikéw EM;x? = V(%T), bez wzgledu na liczbg rzednych. Po-
niewaz ze wzrostem liczby rzednych n wzrasta rozciaggtos¢ weztéow, to mnozniki dla
weztéw odleglych od poczatku uktadu muszg szybko maleé, co potwierdza tabela
7. Wynika z niej, Ze iloczyn M;e** ma znacznie mniejsza zmienno$¢.

Wezly x;, mnozniki M;, rzad doktadno$ci m oraz stata ¢ = n!/2"(2n)! we wzorze (20.12)
na blad A podane sa w tabeli 7 w zaleznos$ci od liczby rzgdnych n < 8 dla funkcji wa-
gowej ™. Dane dla wickszej liczby rzednych mozna znalez¢é w [1]. Wezty x; i mnoz-
niki M; dla funkcji wagowej e ™*? s V2 razy wieksze od podanych w tabeli 7. Wezly x; sa
liczbami algebraicznymi, a mnozniki M;, ze wzglgdu na VT, sg liczbami przestgpnymi.
Ze wzoru (20.11) 1 (20.13) wynika, Zze mnozniki M; sg proporcjonalne do vt Mozna
wiec byloby wprowadzi¢ znormalizowane mnozniki w;, odniesione do VT, tj. w; =
M /N1t Wz6r (20.9) na catkowanie funkcji z waga przyjatby wéwczas postac:

[ gydx=+m S g(x) +A, (20.14)

—00
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Tab. 7. Potozenie w¢ziéw x;, mnozniki M;, rzad doktadnosci m oraz stata c
we wzorze na btagd A wzoréw Hermite'a

+x; M,‘ Mi ex'z stata ¢
V2 =0,70711 V(14T = 0,88623 1,461 141 182 661 1/48
V1,5 = 1,22474 (1/6)VTT= 0,29541 1,323931175214 1/960
0 (2/3)VTT= 1,18164 1,181 635900 604
V(1,5+/1,5) = 1,65061 | V(T0/4/(3+V6) =0,081313 1,240 225817 696 1/26880
V(1,5-V1,5) = 0,52465 V(T0/4/(3-V6) = 0,80491 1,059 964 482 895
V(2,5+V2,5)=2,02018 | ¥,,V(T)/(1+V2,5) =0,019953 | 1,181488625536 1/967680
V(2,5-V2,5)=0,95857 | 3,0v(m)/(1-V2,5) = 0,39362 0,986 580996 751
0 8,sVTT= 0,94531 0,945 308 720 483
6 | 11 2,350 604 973674 (-2)0,453 000 990 551 1,136908332674 | 2,349010°
1,335849 074014 0,157 067 320323 0,935580557 631
0,436 077 411928 0,724 629 595 224 0,876 401334436
7 |13 2,651961 356835 (-3)0,971 781 245 100 1,101330729610 | 45170107
1,673551628767 (-1)0,545 155828 191 0,897 184600 225
0,816287882859 0,425 607 252 610 0,828 687303284
0 0,810 264 617557 0,810 264 617557
8 |15 2,930637420257 (-3)0,199604 072 211 1,071930144248 | 7,528[10
1,981 656 756 696 (-1)0,170 779830 074 0,866 752 606 563
1,157193712 447 0,207 802325815 0,792 890 048 386
0,381 186990 207 0,661 470125558 0,764 544 128 652
9 |17 3,190993 201 782 (-4)0,396 069 772 633 1,047003580977 | 1,107110°%
2,266 580584 532 (-2)0,494 362 427 554 0,841 752701479
1,468553 289217 (-1)0,884 745 273 944 0,764608 125095
0,723551018 753 0,432 651559003 0,730302453275
0 0,720235215606 0,720 235215606
10 | 19 3,436159118838 (-5)0,764 043 285523 1,025451691366 | 1,457110°%°
2,532731674233 (-2)0,134 364574 678 0,820 666 126 405
1,756 683 649 300 (-1)0,338 743944 555 0,741441 931944
1,036 610829 790 0,240138611082 0,703 296 323105
0,342 901 327 224 0,610862633735 0,687 081853951
12 | 23 3,880724 897870 (—6)0,265 855 168 436 0,989699047092 | 1,8550107*°
3,020637025121 (-4)0,857 368 704 359 0,786 643939463
2,279507 080501 (-2)0,390539 058 463 0,705220366 112
1,597 682 635 153 (-1)0,516 079 856 159 0,662 662 773267
0,947 788 391 240 0,260492 310 264 0,639 621232020
0,314 240 376 254 0,570135236 263 0,629307 874370
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. Wyprowadzi¢ wzér Gaussa-Hermite'a dla dwéch rzgdnych dla funkcji wagowej e

. Wyprowadzi¢ wzér Gaussa-Hermite'a dla trzech rzgdnych dla funkcji wagowej e

. Pokaza¢, ze stala we wzorze (20.8) na blad A jest 2

Zadania

1. Wiedzac, ze ho = 1, a hy = 2x, znaleZ¢ cztery kolejne zmodyfikowane wielomiany Hermite'a.

Odpowiedz:
hy = 4x% - 2, hs =8x*— 12x,
hs = 16x" — 48x% + 12, hs = 32x° - 160x° +120x.

—x2/2

i 7 tj. poda¢ potozenie rzednych i ich mnozniki.

Rozwigzanie. W przypadku funkcji wagowej e ™2 potozenie rzednych okresla-
ja pierwiastki wielomianu H, = x* — 1 (patrz zadanie 1 w § 28). Miejsca zerowe wyno-
sz x1, = 1. Minozniki dane sg wzorem (20.7). Stad M, , =V (¥2m).

W przypadku funkcji wagowej e potozenie rzednych okreslajg pierwiastki wie-
lomianu h, = 4x* — 2 (patrz zadanie 1). Miejsca zerowe wynoszg x» = +1/V2. Mnozni-
ki dane sg wzorem (20.11). Stad: M1, =V (%4m).

Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku odciete weztéw i mnozniki sg V2 razy wiek-

sze, niz w drugim przypadku.
x2/2
i 7 tj. poda¢ potozenie rzednych i ich mnozniki.
Rozwigzanie. W przypadku funkcji wagowej e ™ potozenie rzednych okresla-
ja miejsca zerowe wielomianu Hs = x> — 3x (patrz zadanie 1 w § 28). Sg one nastepu-
jace: x, = 0, x;3 = +V3. Mnozniki dane sg wzorem (20.7). Stad M, = %4V (2m), M3 =
eV (2m).

W przypadku funkcji wagowej e potozenie rzednych okreslajg pierwiastki wie-
lomianu h; = 8x® — 12x (patrz zadanie 1). Miejsca zerowe wynosza x, = 0, x;5 =
+V(3/2). Mnozniki dane s3 wzorem (20.11). Stad M, = %4VT, My 5 = VTt

Zauwazmy, ze podobnie jak w zadaniu 2, odciete wezidw 1 mnozniki w pierw-
szym przypadku sg v2 razy wigksze, niz w drugim przypadku.

" razy wicksza, niz stata VTt we
wzorze (20.8) na btad A.
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§ 21. Calkowanie ttumionych funkcji okresowych

W zastosowaniach spotyka si¢ funkcje oscylujgce typu g(x)sinbx czy g(x)cosbx, gdzie
g(x) odgrywa rolg zmiennej amplitudy oscylacji. Jesli zmienna niezalezna x jest w [m],
stala b o wymiarze [rad/m] powiazana jest z okresem oscylacji zaleznoscig b = 2107,
gdzie T jest okresem funkcji sinus czy kosinus, tj. odlegto$cig miedzy co drugim miej-
scem zerowym czy wierzchotkami (na rys. 22 okres 7= 1,5 m).

1.2 -

1 -
0.8 - i g
0.6
0.4
0,2 -

0 T T T I"‘h.,.“_-/
-0,2 4 2\/3 \Q—/ 5 m 6

0,4 -

=

0,6 -
0,8 -

1.2 -

1 -
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0,2 -

0

0,2 -

0,4 -
0,6 -

0,8 -

Rys. 22. Funkcja oscylujaca o statym okresie 7' i zmiennej amplitudzie g
sinusowa (u géry), kosinusowa (u dotu)

Chcemy obliczy¢ catke funkcji oscylujacej na dlugosci jednej oscylacji, tj. migdzy trze-
ma kolejnymi miejscami zerowymi lub dwoma wierzchotkami za pomoca wzoru: g(x)
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T .
S :IO g(x)sinbxdx = Mygo+ M g1+ M> g,

T 21.1)
C= ,[0 g(x)CObedx = M()g() + M1g1 + M2g2

oraz okresli¢ rzad doktadno$ci otrzymanego wzoru, gdzie go, g; i g» sg amplitudami
(rzednymi) funkcji g(x) na poczatku, w srodku i na koncu przedziatu catkowania o dtugo-
Sci T = 21Ub. Inaczej méwiac, chcemy obliczy¢ calke, nie postugujac si¢ warto$ciami
funkcji podcatkowej (linia falista na rys. 22), lecz jej obwiednig g(x), ktéra ma przebieg
regularny. Obliczenie takie jest mozliwe, jesli za funkcje wagowa obierzemy funkcje
okresowa B(x) = sinbx czy cosbx.

Mnozniki wyznacza ukiad (3.4). Przyjmujac biegun xo, w poczatku uktadu, zmienna
[ = x. Stad momenty funkcji wagowe;j:

T . 2n
Jo= fo sinbxdx = (1/b) Io sintdt = 0,
T . P 2m P
Ji=1, xsinbxdx = (I/b)* [, tsintdt = —(1/b)* 211
T 5. 3(2M . 3 2
Jo =1, Xsinbxdx = (b)* [, Fsintdt = —(1/b)’ (2M)°.
Catki powyzsze przedstawiaja pole, moment statyczny i moment bezwtadnosci jedne-

go cyklu funkcji sinus wzgledem poczatku cyklu. Podane sg w § 29d). Do wyznaczenia
mnoznikow Mo, My i M, musimy wzig¢ trzy réwnania w uktadzie (3.4)dla k=0, 11 2:

Mo + M]_ + Mz = 0,
WBWTM, + TM, = —(1/b)* 211
(BT)*My + T*M, = -(1/b)° (2T)°.

Upraszczajac uktad, przyjmie on postac:

Mo+ M+ M= 0,
1/2M;|_ + M= _1/b,
%Ml +M2 =-1/b.

SthI -My=M,= _1/b,
Ml =0.
Zatem:
jg g(x)sinbxdx = (1/b)(go — £2). (21.2)

Aby okresli¢ rzad doktadnoS$ci otrzymanego wzoru, musimy sprawdzié, czy jest spet-
nione nastgpne rownanie dla k = 3:
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(LTY’My+ T°Mp = Js,
gdzie:
_ (7 3 _ 4[5 . A 3
J3 =y X'sinbxdx = (IUb)* [, sintdt = —(1/b)* [(21)° — 6(210)].

Upraszczajac je, otrzymamy:
(Y2)’My + M, = —(Ub)[1.— 6/(2T)°],
0 # - 6/(2m°.

Roéwnanie nie jest spelnione. Zatem wzo6r ma rzad doktadnosci m = 2.

Funkcja wagowa B(x) = sinbx ma okres T = 21Vb, zatem wyprowadzony wzdér moz-
na stosowac¢ do catkowania ztozonego, zwtaszcza gdy b jest duze (T jest male). Sumujac
przyczynki od n przedziatéw, otrzymamy proste wyrazenie:

[ g()sinbxdx = (1/b)(g0~ g2n)- (21.3)

czyli catka rowna si¢ réznicy rzednej poczatkowej i koncowej, pomnozonej przez 1/b.
Dla funkcji wagowej 0(x) = cosbx momenty funkcji wagowej sg nastepujace:

T 2n

Jo =], cosbxdx = (Ub) [, costdr =0,
T 5 [21m

Ji= J.o xcosbxdx = (1/b) jo tcostdt =0,
T 32N o 3

Jo =], Xcosbxdx = (Ub)* [, fcostdr = (b)* 4T

Uktad (3.4) przyjmuje wigc postac:

Mo+ M+ M= 0,
1/2TM;|_ +TM, = 0,
(AT)*My + T*M, = (1/b)* 41U

Upraszczajac go, otrzymamy:

M0+M1+M2=0,
1/2M;|_'|'M2= 0,
1AIM]_"'Mz: /1.

Stad: Mo =M, =2/,
M, = 4T,
Zatem:
[} g(x)cosbxdx = (2ITh)(go — 281 + £2). 21.4)

Wyrazenie w nawiasie przedstawia strzatke wygiecia amplitudy g(x) w przedziale.
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Mimo podobienstwa funkcji oscylacyjnych, wzér jest inny. Aby okresli¢ rzad jego do-
ktadnosci, musimy sprawdzié, czy jest spetnione rownanie dla k = 3:

(2D’ My+ T°Mz = Js,
‘. — J'T 3 _ 4J'2n 3 _ 4 2
gdzie: J3 =], x’cosaxdx = (1/b)" ), t costdt= (1/b)" 3(2m)°,
patrz § 29d). Upraszczajac réwnanie dla k = 3 przez T°, otrzymamy:

(Y2)’My + My = (1/b) 1,5/,
0#15.

Réwnanie nie jest spetnione. Podobnie jak w poprzednim przypadku, ma rzad doktad-
nosci m = 2. Takze i w tym przypadku wzér (21.4) mozemy stosowac do catkowania
ztozonego podprzedziatami o jednakowej dtugosci 7.

Dla amplitudy zmieniajacej si¢ wyktadniczo, jak na rys. 22, réZnica mi¢dzy warto-
$cig doktadng i numeryczng dla jednego podprzedziatu jest okoto 0,002 dla funkcji
sinusowej, a dla kosinusowej — okoto 0,0001.

Calki dane wzorami (21.1) sg niczym innym, jak przeksztalceniami trygonometrycz-
nymi amplitudy g(x). Obliczenie ich bytoby proste, gdyby funkcje podcatkowe posiada-
ty elementarng funkcje pierwotng. Tak jest jedynie w przypadku amplitudy g(x) = ™
zmieniajacej si¢ wyktadniczo. Mianowicie:

S =[e “sinbxdx = —-e " (asinbx + beosbx)l(a* + b*),

(21.5)
C =[e “cosbxdx = -e “(acosbx — bsinbx)/(a’ + b°).

Wzory te otrzymuje si¢, wykonujgc dwukrotnie catkowanie przez cze¢sci, co jest dosyc

zmudne. Catkujgc od zera do zadanego x, otrzymamy krzywe catkowe:

S(x) = [b —e “(asinbx + bcosbx))/(a* + b>),

o ] s (21.6)
C(x) =[a —e “(acosbx — bsinbx)]/(a” + b").

Widzimy, Ze w obu przypadkach oscyluja one z amplituda G(x) = e “/(a” + b*)"?, ktéra

do$¢ szybko zanika ze wzrostem x. Dla x > 4/a oscylacje sa praktycznie niewidoczne,
osiagajac warto$¢ graniczng (rys. 23). Z ogdlnych wiasnosci krzywych catkowych wy-
nika, ze zeruja si¢ w punkcie poczatkowym, tj. Sy = Cy = 0, a warto$ci ekstremalne osig-
gaja w miejscach zerowych funkcji catkowanych (§ 13), co potwierdza (rys. 23).

Gdy x zmierza do nieskonczonosci, krzywe catkowe (21.6) daza do wartosSci gra-
nicznych S, czy C,, danych wzorami:

Sy = f:e_‘”sinbxdx = bl(d* + b*),

. 21.7)
C,=[, e “coshbxdx = al(a® + b%).
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Dla sinusa i kosinusa ttumionego z rys. 22, krzywe catkowe pokazane na rys. 23
oscyluja wokodt odpowiedniej asymptoty poziomej S, czy C,, danej wzorem (21.7),
z tym samym okresem 7, co krzywe oryginalne, lecz miejsca zerowe sg przesunicte —
wypadajg bowiem w punktach ekstremalnych funkcji catkowanych. Catkujac sinusa
thumionego przedziatami o dlugosci 7, otrzymamy punkty w dolinach oscylacji, a w przy-
padku kosinusa ttumionego — nieznacznie ponizej asymptoty C.,.

0,5 -
0,45 -
0,4 G(x)
0,35 -
03 -
0,25 -

02 | \/ No” 0

0,15 4

0,1 A
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G(x)
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0,15
0,1

0,05 |
I V- W O g

2 3 4 5 6 7 X 8

o
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-0,05 -

0,1 - C(x)
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Rys. 23. Krzywa catkowa sinusa ttumionego (u goéry) i kosinusa thumionego (u dotu)
Ktadac a = 0, ze wzoréw powyzszych wynikajg catki nieokreslone:

[ sinbxdx = 1/b,
_[ooocosbxdx =0,

majace znaczenie w teorii dystrybucji.
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Wyznaczenie funkcji pierwotnych dla sinusa i kosinusa thumionego, danych wzorami
(21.5), jest dos¢ zmudne. Jednak funkcje¢ t¢ mozna prosto znalez¢, stosujagc zmienng
zespolong i wzér Eulera. Mianowicie:

C+iS=[e ™ (cosbx + isinbx)dx = [e e dx = [ e """ dx =

— 1 e(—a+ib)x —_ a+ib et =
—a+ib a’+b’
at+tib _ . . atib _ ..
=————e ¥ =-———e ”(cosbx+1smbx)=
a +b a +b

—ax

= —fsz(a +ib) (cos bx +isin bx) =
a

= —%[(a cosbx—bsinbx) +i(a sin bx+bcosbx)].
a

Biorac cz¢$¢ rzeczywistg i urojong, otrzymamy funkcje pierwotne C(x) oraz S(x), da-
ne wzorami (21.5). Jak widzimy, w tym przypadku znajdowanie funkcji pierwotnych
sprowadza si¢ do prostych dziatan algebraicznych.

Zadania

1. Obliczy¢ catke sinusa thumionego:
S =[e “sinbxdx

na dlugosci trzech oscylacji.

Rozwiazanie. Okres oscylacji sinusa wynosi T = 21vb. Zatem mamy obliczy¢
catke w przedziale od x = 0 do x = 37. Krzywa catkowa sinusa ttumionego dana jest
wzorem (21.6). Uwzgledniajac, ze sin37 =0, a cos37 = 1, otrzymamy:

S(3T) = " ibz (l—e_S“T).

Wz6r fatwo uogélni¢ na n oscylacji. Uwzgledniajac, ze sinnT = 0, a cosnT = 1, ze wzoru
(21.6) otrzymamy:

S(I’IT) =ﬁ(l_e_mT) .

Punkty te wypadajg w dolinie krzywej catkowej sinusa thumionego (rys. 23).
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2. Obliczy¢ catke kosinusa tltumionego:

S = j'e_”xcosbxdx

na dlugosci trzech oscylacji.
Rozwigzanie. Okres oscylacji kosinusa, tak jak sinusa, wynosi T = 210b. Zatem

mamy obliczy¢ catk¢ w przedziale od x = 0 do x = 3T. Krzywa catkowa kosinusa tlu-
mionego dana jest wzorem (21.6). Podstawiajac x = 37, otrzymamy:

a > (l—e_3“T).

a’+b

S(37)=
Na dtugosci n oscylacji catka wynosi:
a —na
S(nT)=m(l—e T).

Punkty te wypadajg blisko asymptoty poziomej (rys. 23). W obu przypadkach sinusa

1 kosinusa thumionego, odchyiki od asymptoty poziomej tworzg cigg geometryczny o ilo-
: —aT

razieg=e .

§ 22. Planimetr

Planimetr jest przyrzadem do mechanicznego catkowania, czyli obliczania pola figur
ptaskich o dowolnym ksztalcie. Ze wzgledu na prostote, szczegdlnie czgsto stosowany
jest planimetr biegunowy. Jego schemat pokazany jest na rys. 24.

Rys. 24. Schemat planimetru

Planimetr sktada si¢ z dwéch ramion OA = Ry i AB = R, potaczonych ze soba przegu-
bowo w punkcie A. W biegunie O znajduje si¢ ci¢zarek zaopatrzony w ostrza, ktéry
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ustala biegun na ptaszczyznie rysunku. Rami¢ biegunowe R, z biegunem O potaczone
jest przegubowo. PotoZenie punktu A, a tym samym rami¢ R mozna zmieniac (rys. 25).

Rys. 25. Widok planimetru

Rami¢ wodzika R zaopatrzone jest w ostrze B (lub szkto powiekszajace), ktére stuzy
do prowadzenia po konturze figury, ktérej pole chcemy zmierzy¢. W punkcie C znaj-
duje sie kotko catkujace, ktére obraca si¢ na osi réwnoleglej do ramienia R. Odsunigcie
osi od ramienia nie wptywa na pomiar. Obroty kétka przenoszg si¢ za pomocg §limaka
na tarcze rejestrujacg obroty. Kétko catkujace ma bgbenek z podziatkg dzielacg obwdd
na 100 czesci. Umieszczony obok noniusz pozwala na odczytywanie obrotéw kétka
z doktadnosciag do 0,001 czesci obrotu.

Biegun moze znajdowa¢ wewnatrz albo na zewnatrz figury. Z reguty umieszczany
jest na zewnatrz konturu. Mierzone pole wyraza si¢ wowczas wzorem:

A=cny,

gdzie n; jest liczbg obrotéw kétka, a ¢, pewna stala.
Gdy biegun umieszczony jest wewnatrz konturu, wéwczas:

A= Cy + C1ny,

gdzie c; i ¢, sg statymi planimetru. Mozna okresli¢ je do$wiadczalnie, robigc dwu-

krotny pomiar pola, raz gdy biegun jest na zewnatrz, i drugi raz wewnatrz konturu.
Aby otrzyma¢ prawidlowe wyniki nalezy pamig¢tac, ze:

» kotko catkujace powinno obracaé si¢ swobodnie,

* blat stotu, na ktérym lezy rysunek, winien by¢ idealnie ptaski, by kétko catkujace
nie stracito kontaktu z ptaszczyzng rysunku podczas dokonywania pomiaru,
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* dobrze jest dokona¢ pomiaru pola dwukrotnie i przyja¢ warto$¢ srednia,

* nalezy zaczynac i konczy¢ oprowadzanie konturu doktadnie w tym samym punkcie.
Aby zmniejszy¢ biedy powstajace wskutek niedoktadnego powrotu do punktu wyj-
Sciowego, rami¢ R powinno pokrywac si¢ ze styczng do konturu w punkcie wyjscio-
wym, a rami¢ Ry, winno by¢ ustawione prostopadle do ramienia R,

* arkusz papieru, na ktérym wykonany jest rysunek, nie powinien by¢ zbyt gtadki
(8liski).

Podstawy teoretyczne. Przemieszczajac punkt B planimetru po konturze o niewielki

odcinek, powodujemy obrét ramienia Ry o kat do wzglgdem nieruchomego bieguna O,

rami¢ R porusza si¢ za$ ruchem ptaskim. W ruchu takim istnieje chwilowy $rodek obrotu

D, nieruchomy w przestrzeni, wokoét ktérego pret fizycznie wykonuje nieskonczenie maty

obrot (rys. 24). W przypadku preta chwilowy srodek obrotu znajduje si¢ na przecigciu

normalnych do przemieszczen na koncach (normalna w punkcie A jest przedtuzeniem ra-

mienia Ry). Rzut chwilowego §rodka obrotu D na kierunek AB wyznacza punkt F,

w ktérym przemieszczenie pokrywa si¢ z prgtem. Jednoczes$nie linia AB obraca si¢

wokot tego punktu o kgt dd. Odlegtoéé ptaszczyzny kétka od punktu F wyznacza ramie

obrotu EF = g kétka wokot punktu F. W przypadku pokazanym na rys. 24 rami¢ to
jest male, kétko praktycznie nie obracatoby sig.
Chcemy okresli¢ pole, jakie zakre$li famana OAB podczas nieskoficzenie matego
przemieszczenia punktu B po konturze. Przyczynek od ramienia Ry wynosi Y2R,’da.
Wzdhizne przemieszczenie ramienia R nie daje zadnego przyczynku. Przyczynek daje

obr6t ramienia wokét punktu F, dany wzorem Pappusa-Guldina: dA = Md¢, gdzie M

jest momentem statycznym ramienia R wzgledem punktu obrotu F. Zatem:

M = R(V2R + AF).
Podstawiajac AF = AE — g, otrzymamy:

M = R(V2R + AE — q).
Sumujac przyczynki, otrzymamy:

dA = VaR, o + Mdd =
VARydO + R(V2R + AE — q)dd =
VAR;dO + R(V2R + AE)d¢ — Rqdd.

Ale — qd = du jest przemieszczeniem kotka C, prostopadte do osi obrotu. Stad:
dA = V3R’ da + R(V2R + AE)d® + Rdu.
Catkujac, otrzymamy pole catkowite, znalezione przez oprowadzenie catego konturu:

A =YRy’Aa + R(VAR + AE)A) + Ru.
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Jesli biegun O lezy poza konturem i rysik powraca do punktu wyjsciowego, to Ad =
A = 0. Stad:

A =Ru.

Oznaczajac liczbg obrotéw kotka przez n;, a obwdd kétka przez a, przemieszczenie
kétka u = na, stad:

A =Rnma =cn,. (22.1)
Gdy biegun znajduje si¢ wewnatrz konturu, woéwczas A = A¢ = 21T Stad:

A = V3R 211+ R(V2R + AE) 2T+ Rnaa,
Cy+ C1ny,

(22.2)

co podali$my juz wczesniej.
Do niedawna planimetr byt szeroko uzywany w okretownictwie do obliczen wypor-
nosciowych. Obecnie stosowany jest gléwnie w kartografii.

§ 23. Krzywe gietkowe

Do czasu wprowadzenia komputerowych technik kreslarskich do wykres$lania linii teo-
retycznych kadtuba czy profili lotniczych stosowane byly tak zwane ,.gietki” — dlugie
listewki o przekroju kwadratowym ze spr¢zystego tworzywa sztucznego lub drewna.
Po wygieciu ich do odpowiednich punktéw, trzeba byto docisng¢ je do rysunku ci¢zar-
kami zeliwnymi, zwanymi ,,prosiakami”. Obecnie gictki stracily na znaczeniu.

Wykorzystamy gietke do interpolacji i catkowania krzywych. Z teorii belek zgina-
nych wynika, ze krzywe gietkowe sa klasy C?, tzn. ze sa ciagle wraz z druga pochodna.
Trzecia pochodna jest nieciggta w miejscach przytozenia ci¢zarkdéw. Z istoty gictek
wynika, ze stuza do rysowana dtugich krzywych w przedziale skonczonym, jak ta na
rys. 5.

a) Interpolacja tréjpunktowa

Rozpatrzmy najprostszy przyktad — znajdZzmy krzywg gietkowa przechodzacg przez
trzy rzedne yo, y1, 2, potozone w punktach xy, x;, x,, przy czym dodatkowo chcemy, by
w poczatkowym punkcie styczna byla pozioma, jak na rys. 26. Gictke wyginamy tak,
by przechodzita przez zadane punkty i byta prostopadta do osi y w punkcie poczatkowym,
przyktadamy ci¢zarki i rysujemy. Jak uzyska¢ rownanie takiej krzywej? Nie moze to
by¢ wielomian interpolacyjny Lagrange'a (2.1), gdyz nie kontroluje pochodnych w we-
ztach. Wykorzystamy w tym celu rownanie belki zginanej, znane z wytrzymatosci mate-
riatéw, obciagzonej momentami gngcymi i sitami poprzecznymi w zadanych punktach.
Linia ugiecia takiej belki zmienia si¢ przedzialami wyznaczonymi potoZeniem obcigzen
skupionych. W przypadku belki, z powodu zadanej dtugosci, rzedne ugi¢cia moga by¢
mate, a w przypadku gietki — dowolne. Ciaglo$é w obu przypadkach jest klasy C*.
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W zadaniu mamy dwa przedzialy, rozgraniczone rzgdng w punkcie x;. Gdyby byto
wigcej rzednych, byloby tez wigcej przedziatow.

1,2 -

1
0,8
0,6
04

0,2

0 0,4 0,8 1,2 Xg 1,6 2
Rys. 26. Krzywa gietkowa o trzech punktach

"

Wprowadzmy oznaczenia: P = y"', M = y". Przyjmijmy, Ze punkt poczatkowy xo = 0
znajduje si¢ w poczatku uktadu, zas x, = [ jest rozpigtoscig krzywej. Gdyby nie byto
rzednej w punkcie x;, przebieg drugiej pochodnej bylby nastepujacy:

y”:M() + Pyx,

wazny w calym zakresie krzywej, gdzie M, jest druga pochodnag, a P, trzecig pochodng
w punkcie poczatkowym. W drugim przedziale druga pochodna jest zmieniona o sktad-
nik Pi(x — x;). W wytrzymatoséci materialéw przyjeto si¢ — dla uproszczenia — zapisywac
pojawienie si¢ nowego sktadnika w nast¢pujgcy sposéb:

y'=M,+ Pox|x1 + Pi(x — xy).

Zapis ten oznacza, ze po przejsciu do drugiego przedziatu, czyli gdy x > x;, nalezy doda¢
do wcze$niejszego wyrazenia nowy sktadnik, przy czym poprzedni wazny jest w catym
zakresie. Catkujac drugg pochodna, otrzymamy pierwsza:

y'=C+ Myx + 1/2Pox2|x1 + 12P(x —xl)z.

Calkujac jeszcze raz, otrzymamy przebieg krzywe;j:

y=Cx+D+ 1/2Mo)c2 + %Pox3|x1 + Y%P(x —x1)3,

gdzie C i D to state calkowania. W réwnaniu tym wyst¢puje S5 stalych, ktére musimy
wyznaczy¢ z warunkéw zadania.

Dlax =0, y =y, codaje D =y, y' =0, stad C = 0. Réwnanie na y przyjmuje wiec
postac:

Y=Y+ 1/2M0x2 + %Pox3|x1 + 1/6P1()C—X1)3. (231)
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Catkujac je ponownie od 0 do biezacego x, otrzymamy krzywg catkowa:
Y =yox + 1/6M0x3 + 1/24POJC4|)Cl + l/24]')1(96—961)4,

zmieniajgcg si¢ od zera w punkcie poczatkowym x = 0, do wartosci koncowej w punk-
cie x = [, ktéra jest niczym innym, jak polem pod krzywa. Tak wigc podstawiajac we
wzorze calkowym na Y odcigtg koncowa x = [, otrzymamy pole pod krzywa:

A = yol + Myl + %,Pol* + %P (1 — x))". (23.2)

Pierwszy wyraz we wzorze przedstawia pole opisujacego prostokata. Pozostate przed-
stawiaja pole nad krzywg do poziomu y = y,. Zalezy ono od trzech parametréw: M,,
Py, Py, jakie wystepuja w rownaniu krzywej (23.1). Musimy wiec utozy¢ trzy réwnania.
Pierwsze z nich wynika z wartosci krzywej w punkcie x = x;. Stad:

Yo+ 1/2M0)C12 + 1/6P0)C13 =Y.
Drugie wynika z wartosci krzywej na koncu. Podstawiajac x = [, otrzymamy:
Vo + VoMo l* + VsPo P + YeP1(1 - x1)° = yo.

Trzecie rownanie wynika z zerowania si¢ y'' na koncu krzywej w punkcie x = [. Pod-
stawiajac x = /, otrzymamy:

M, +P()l +P1(1—X1) =0.
Zestawiajac je, otrzymamy:

1/2M0x12 + 1/61003613 =Y1— Yo,
VaMol® + YePol> + YePy(1— x1)° = Y2 —Yo, (23.3)
M0+POZ+P1(l—x1)=0,

uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi, ktéry na liczbach ogélnych jest ucigzliwy
do rozwigzania. Wygodnie jest przedstawi¢ go w formie bezwymiarowe;j:

1/2M0)C1 + 1/6P0X12 = (}71 - yo)/xl,
VsMol + Pyl + YePy(1 — x1)M = (y2 — yo)/l,
Mol + Pol* + PiI(I - x;) = 0.

Wprowadzajac bezwymiarowe wielkosci:

mo = Mol, po = Pyl o =aill, N2= (2 —yo)/l,
pi =P, &1 =xi/l, N1= (1 —yo)/xi,

gdzie a, = [ — x jest odlegtoscia rzednej y; od konca krzywej, uktad przyjmie postaé:

(23.4)
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Ya&img + Y&’ po = N1,
Yamo + Yepo + Y61’ p1 =N, (23.5)
mo + po + 0 p; =0,
gdzie N1 i N2 to wspdiczynniki kierunkowe siecznych, poprowadzonych przez rzgdng
poczatkowa i dang rzedng. Uklad ten rozwigzemy metodg eliminacji zmiennych. Z dwéch

ostatnich réwnan fatwo otrzymamy my i py:

mo = —Ya(a, — 1/a,)0’p; + 3N2,

23.6
po = Y2(a; = 3/0(1)0(12171 = 3Nz ( )

Gdy wstawimy je do pierwszego rownania, otrzymamy roéwnanie na p;:
prl=Y4(00 = Vo€ + Yooy = 3/angilar’ = n: = (hé - Y2E)N2 (23.7)

Wyznaczenie p; okre$la parametry my i po, ktére definiujg przebieg krzywej, danej wzo-
rem (23.1) oraz pole pod nig, dane wzorem (23.2). Obydwa wzory mozna przedstawic¢
w kategoriach bezwymiarowych. Przeksztatcenie wzoru (23.1) jest nastepujace:

y = Yo + I[AMYDX + Ye(Po/D)x | x1 + Ye(Pi/D)(x —x1)'],
gdzie przed nawias wyciagneliSmy rozpigtos¢ [. Uwzgledniajac, ze:

M()/l = m()/lz, P()/l :p()/lS,
Pl/l =p1/13,

rOéwnanie krzywej przyjmie postac:

Y =yo + [[Vamo& + Y%epo&| &1 + Yepi(& — &)1, (23.8)

gdzie & = x/I jest bezwymiarowa odcieta.
Pole pod krzywa, dane wzorem (23.2), mozemy wyrazi¢ analogicznie:

A = yol + P[Yemg + Yaupo + Youp1(1 — €)1 (23.9)

Gdy krzywa zadana jest przez wigcej rzgdnych, obliczanie parametrow krzywej trzeba
znajdowac z uktadu o wielu niewiadomych. Musimy korzysta¢ wtedy z postaci macie-
rzowej uktadu réwnan. Dla uktadu (23.5) postac ta jest nastepujaca:

»E %éf 0 m, Ut
S Ko oy || pe | =], (23.10)
1 1 a, || p 0
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Pierwsza macierz jest macierza wspétczynnikéw A w uktadzie (23.5), druga wektorem
niewiadomych X (my, po, p1), a trzecia kolumng wyrazéw wolnych B. Réwnanie ma-
cierzowe AX = B jest r6wnowazne uktadowi réwnan liniowych. Rozwigzaniem jest
wektor X = A™'B. Dziatania te tatwo wykona¢ w Excelu.

Inng mozliwo$cig jest wyznaczenie niewiadomych za pomocg wzoréw Cramera,
gdzie n-ta niewiadoma x, = W,/W jest réwna ilorazowi wyznacznika pomocniczego W,
i wyznacznika gtéwnego macierzy wyjsciowej W = |A|. Wyznacznik pomocniczy jest
wyznacznikiem zmodyfikowanej macierzy A, w ktorej n-ta kolumna zastgpiona jest
wektorem wyrazéw wolnych.

PRZYKEAD 22. Aproksymowa¢ funkcje cosx w przedziale (0, ¥2T) za pomoca krzywej
gietkowej o trzech rzednych w punktach 0°, 45°1 90°.

Rozwigzanie. Rzedne funkcji w zadanych punktach wynosza: 1, ¥2\2, 0. Rozpigtos¢
krzywej [ = 2Tt Rzgdna srodkowa lezy w potowie rozpigtosci, zatem &; = o; = ¥2. Wspo6t-
czynniki kierunkowe siecznych wynoszg n; = —=0,37292, n, = —0,63662. Parametr p;, obli-
czony wg wzoru (23.7) wynosi p; = 1,369461. Z kolei parametry my i py, dane wzorami
(23.6) wynosza: my = —1,653085, po = 0,968355. Znajomo$¢ tych parametréw pozwala
napisa¢ réwnanie krzywej gigtkowej, przechodzacej przez zadane punkty. Poréwnanie inter-
polacji gigtkowej z funkcja cosx pokazane jest na rys. 27.
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Rys. 27. Interpolacja gigtkowa tréjpunktowa funkcji cosx

Jak wida¢, obie krzywe pokrywaja si¢ ze sobg, btagd bowiem nie przekracza grubosci linii.
Z wyjatkiem waskiego otoczenia punktu 45° = (0,707, btad jest ujemny; minimalna warto$¢
ujemna nieznacznie przekracza —0,001. Pole pod krzywa, obliczone wg wzoru (23.9), wynosi
A =0,99935, gdy wartoéé doktadna pola pod funkcja cosx wynosi 1. Swiadczy to o wyso-
kiej doktadnosci interpolacji gigtkowej, mimo matej liczby punktow.

PRZYKEAD 23. Obliczy¢ liczbe Ttdang za pomoca catki %41m= [ (1, dx/(1+x%), stosujac interpo-
lacje gigtkowa o trzech rzednych w punktach: 0, 0,51 1.
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Rozwigzanie. Rzedne funkcji w zadanych punktach wynosza: 1, 0,8 i 0,5. Rozpig-
to$¢ krzywej I = 1. Rzedna érodkowa lezy w potowie rozpigtosci, zatem &; = o = 2. Wspo6t-
czynniki kierunkowe siecznych wynosza N; = 0,4, N = —0,5. Parametr p, = —4,8. Z kolei
parametry mg 1 po wynosza my = —2,4, po = 4,8. Definiuja one réwnanie krzywej giet-
kowej, przechodzacej przez zadane punkty. Poréwnanie interpolacji gietkowej z funkcjg
podcatkowg pokazane jest na rys. 28.
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Rys. 28. Interpolacja gigtkowa tréjpunktowa funkcji 1/(1 + x°)

Doktadnos¢ aproksymacji jest w tym przypadku gorsza niz poprzednio, zwlaszcza w dru-
giej czgsci, gdzie blad osigga 0,01. Pole pod krzywa gigtkowa wynosi A = 0,7875, co daje
liczbe TTo matej doktadnosci, zaledwie 3,15.

Jako$¢ aproksymacji zalezy od polozenia punktu Srodkowego. Jesli przyja¢ go w x; =
0,715, maksymalny biad aproksymacji spadnie prawie 5-krotnie, dajac liczbe 1= 3,141531,
ktérej dopiero 5. miejsce po przecinku jest niedokltadne. Poréwnanie interpolacji gietko-
wej z funkcja podcatkowa pokazane jest na rys. 29. Gotym okiem wida¢, ze jest lepsza, niz
narys. 28.

Rys. 29

138



139 Maciej Pawtowski

Gdy w punkcie poczatkowym gigtka jest swobodnie podparta, druga pochodna zeruje
sie: y"" = My = 0. W otoczeniu zera krzywa ma wiec pewne nachylenie C. Posta¢ krzy-
wej gietkowej jest wOwczas nastgpujaca:

y=y9+ Cx + %P0x3|x1 + %Pl(x—xl)S. (23.11)

Mamy trzy parametry do wyznaczenia: C, Py i P,. Z analogicznych warunkéw jak po-
przednio wynika uktad réwnan na parametry aproksymacji:

Cx; + YePox,” = Y1—=Yo,
Cl + %Pyl + Y6Pi(l— x1)* = 2 — yo,
Pol +P1(l—x1) =0.

Forma bezwymiarowa uktadu jest nast¢pujaca:

C + Y%Pox,” = (y1 — yo)/x1,
C + YsPol> + Y%P1(1— x1)* 1L = (y2 — o)L,
Pol* + Pyl(l-x;) = 0.

Z uzyciem parametréw bezwymiarowych, uktad przyjmie postac:

C+ 1/6,1’70512 =N,
C+ Yspo + Yepi01 =Ng, (23.12)
po +p10; =0.

Z dwoch ostatnich réwnan tatwo otrzymamy C' i py:

C=n,- %(a, - 1/ay)aip,, (23.13)
Po = —pi1Qy.

Gdy wstawimy je do pierwszego rownania, otrzymamy réwnanie na p:
pil=Ye(a = 1/ay) = Ye&r/onlar’ =ny = ne. (23.14)

Wyznaczenie p; okre$la parametry C i po, ktére definiuja przebieg krzywej gictkowej,
danej wzorem (23.11) oraz pole pod nig, dane wzorem:

A = yol + YACI + Y Pol* + %P i(1— x1)".
Obydwa wzory mozna przedstawi¢ w kategoriach bezwymiarowych:

y=yo+ L[CE + Yepo&’| &1 + Yep1(E — &1)], (23.15)
A = yol + P[VC + Youpo + Yupi(1 = &)1, (23.16)
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W stosunku do poprzedniego przypadku, zmienit si¢ tylko pierwszy wyraz w nawiasie
kwadratowym.

PRZYKEAD 24. Obliczy¢ catke | (1) dx/(1 + x) za pomoca krzywej gigtkowej o trzech rzed-
nych w punktach 0, 0,31 1.

Rozwigzanie. Rzedne funkcji w zadanych punktach wynosza: 1, '3 i ¥2. Rozpigto$é
krzywej I = 1. Dla zadanego potozenia rzednej $rodkowej &; = 0,3, a; = 0,7. Wspdbtczynniki
kierunkowe siecznych wynosza nN; = —0,76923, n, = —0,5. Parametr p, = —5,49451. Z kolei
parametr C = —0,82692, p, = 3,846154. Pole pod krzywa gigtkowa wynosi A = 0,69183,
gdy doktadna warto$¢ catki wynosi In2 = 0,69315, blad wynosi zatem —0,00132. Poréwna-
nie interpolacji gigtkowej z funkcja podcatkowa pokazane jest na rys. 30.
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Rys. 30. Interpolacja gigtkowa tréjpunktowa funkeji 1/(1+x)
Doktadno$¢ interpolacji gictkowej mozna zwickszy¢, zwigkszajac liczbg rzednych.

b) Analiza ugigcia gietki
Ugiecie gietki powoduja przylozone momenty gnace i sity (zadane drugie i trzecie po-
chodne). Rozpatrzmy poziomy odcinek gietki o dtugosci /, na koncach ktérego zadane
sg drugie pochodne M, =y, i M, =y,". Znajdzmy lini¢ ugigcia.

Wykorzystujagc wczesniejsze rozwazania oraz uwzgledniajgc, ze wewnatrz prze-
dziatu gietka jest swobodna, réwnanie krzywej gictkowe;j jest nastepujace:

y=Cx+D+ VaMox® + VePox’,

gdzie C i D to stale catkowania, a P, jest trzecig pochodng w punkcie poczatkowym.
Trzy state: C, D i Py musimy wyznaczy¢ z warunkow zadania. Dla x =0, y = 0, co daje
D = 0. Réwnanie linii ugigcia jest wiec nastgpujace:

y = Cx + VaMox® + YPox’. (23.17)

Dlax=1,y=0, za$ y"(I) = M,,co daje réwnania na dwie niewiadome C i Py:



141

Maciej Pawtowski

Cl + VaMol* + VPl = 0,
My + P()l =M,.

Z drugiego réwnania wynika, ze:

P() = (Mz—M())/l = AM/Z

Dla tych, co znaja mechanike, wynik jest oczywisty — przyrost momentu (gnacego)
AM réwna si¢ momentowi pary sit na koncach belki. Gdy druga pochodna linii ugigcia
na koncach jest taka sama, tj. momenty gnace na koncach sg takie same, Py = 0, tym sa-
mym na catej dtugosci belki jest stata warto$¢ y" = const, co jest wlasnoscig paraboli.
Scisle rzecz biorac, linia ugiecia jest wéwczas tukiem okregu. Dla matej strzatki ugie-
cia r6znica miedzy parabolg i tukiem kota jest niezauwazalna.

Z pierwszego réwnania wynika stata C (nachylenie krzywej na poczatku):

C=-(2M,+ /sAM)l.

Na drugim koncu odcinka gi¢tki nachylenie krzywej C, = y'({) jest réwne:

C = (1/2M0 + %Ml,

gdzie AM = M, — M,. Widzimy, ze gdy y" na koncu jest wigksze od wartosci poczat-
kowej nachylenie krzywej, co do modutu, jest wigksze od nachylenia na poczatku.

Gdy y" = const, co zachodzi gdy M, = M, P, zeruje si¢, rOwnanie ugiecia belki prze-
chodzi w parabole:

y=Cx+ 1/2Moxz,

ktérej strzatka ugiecia s = —V4M,l”.
Gdy M, > M,, réwnanie ugi¢cia jest wielomianem trzeciego stopnia (23.17). Mozna
przedstawic je w postaci:

y = VaMo(x* = Ix) + YeAM (/1 - Ix).

Pierwsza cze$¢ wzoru przedstawia ugiecie wywolane jednakowa krzywizna na calej
dhugosci (cze$¢ paraboliczna), za§ druga czg$¢ przedstawia przyczynek do ugiecia wywo-
fany zmiang krzywizny na koncu gigtki. Pierwsza czgs¢ jest proporcjonalna do My, a dru-
ga — do przyrostu krzywizny AM na koncu gietki.

Przebieg linii ugigcia pokazany jest na rys. 31 dla My = 11 r6znych AM; AM = -1
oznacza brak krzywizny gi¢tki na koncu odcinka (M, = 0), czyli podparcie swobodne.
Z powodu proporcjonalnosci wzgledem AM odchyltki ugiecia belki od ugiecia parabo-
licznego, odstep pomiedzy krzywymi na rys. 31 jest jednakowy. Z rysunku widaé, ze
minimum ugi¢cia przesuwa si¢ ze wzrostem AM w kierunku konca gietki oraz ze ugie-
cie zmienia si¢ istotnie ze zmiang AM, czyli ze zmiang krzywizny M, na koncu gietki.
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4 -
0 1 2 3 4

Rys. 31. Ugiecie gigtki obciazonej momentami gnacymi na koncach

Maksymalne ugigcie wystepuje w punkcie:

1 5
xmin :F(_Mo"' M(? _ZCB))

0

Podstawiajac x = x,,;, w réwnaniu (23.17) otrzymamy strzatke ugiecia s.

Linie ugigcia, pokazane na rys. 31, maja dwa stopnie swobody: M, i AM. Chce-
my zbada¢ wplyw trzeciego stopnia swobody, ktorym jest miejsce usztywnienia gigt-
ki. W oparciu o wcze$niejsze rozwazania, ugiecie belki wyrazi si¢ wzorem:

y=Cx+ VaMox” + %P0x3|x1 + V%P (x —x1)3,

gdzie x; jest miejscem usztywnienia gigtki, za$ P, jest trzecig pochodng linii ugiecia
W miejscu usztywnienia, proporcjonalng do sity przytrzymujacej gietke w tym punkcie.

W réwnaniu wystepuja trzy state: C, Py i Py, ktére musimy wyznaczy¢ z warun-
kéw zadania. Dwa warunki obieramy takie same, jak poprzednio, tj. na krancach linia
ugiecia ma si¢ zerowac i przyjmowac¢ zadane wartosci momentéw gnacych M, i M,.
Jako trzeci warunek przyjmujemy osigganie zadanego ugi¢cia w punkcie x;. Otrzy-
mamy trzy rownania:

Cl + VaMol* + YePol® + YePy(1 - x,)’ =0,
Cx; + VaMox,* + Y%Pox;” = y1, (23.18)
M, +Pol+P1(l—X1) =M,.

Z ostatniego réwnania wynika, ze w skrajnych przypadkach, tj. gdy x; = 0 lub gdy x, =/,
sifa P; = 0, czyli wowczas mamy poprzedni przypadek pokazany na rys. 31. Z twierdze-
nia Rolle'a wynika, Zze najwi¢ksza zmiana linii ugi¢cia w stosunku do gi¢tki obcigzonej
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momentami gnacymi na koncach wystepuje, gdy punkt usztywnienie gietki x; = %2/, czy-
li gdy usztywnienie wystepuje w poblizu potowy rozpigtosci gietki.
Wprowadzajgc wielko$ci bezwymiarowe (23.4), uktad (23.18) przyjmie postac:

C+ l/Gp() + 1/6G13p1 = —1/2m0,
C + Y%&’po = N1 - Yamo&,, (23.19)
Po+ ap; =Am,

gdzie Am = (AM)!. Posta¢ macierzowa uktadu (23.19) jest nastepujaca:

1 % XalllC - Yim,
1 we 0 |\[py|=[n, —kmE (23.20)
0 1 (Xl pl Am

Réwnanie krzywej, w kategoriach wielkos$ci bezwymiarowych, przyjmie postac:

y = 1[CE + Yamo& + Yepo&| &1 + Yepi(& - &)1, (23.21)

gdzie & = x/l jest bezwymiarowg odci¢ta. Z uktadu (23.20) widac, ze gdy punkt (x;, y;)
jest ustalony, linia ugiecia ma dwa stopnie swobody M, i AM. Gdy M, i AM sa ustalo-
ne, mamy jeden stopien swobody — rzedna ugiecia gietki y; w zadym punkcie x;.

Przebieg linii ugiecia dla My =11 AM = 1 pokazany jest narys. 32 w zaleznosci od
ugiecia w Srodku gigtki, zmieniajgcego si¢ od —1 do —4. Widzimy, ze gdy ugi¢cie w §rod-
ku y > -2, na linii ugig¢cia pojawia si¢ wklestos¢, a strzatka ugiecia przesuwa si¢ ku
koncowi.

0 1 2 3 4

Rys. 32. Ugiecie gietki obcigzonej momentami na koncach
w zaleznosci od ugiecia w srodku
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Warto zwrdci¢ uwagg, ze przebieg ugigcia gietki zginanej tylko momentami (linia prze-
rywana na rys. 32) i gietki obciazonej dodatkowo sitg sa rézne, mimo tego samego
ugiecia w wybranym punkcie. W pierwszym momencie stwierdzenie to wydaje si¢ nie-
dorzeczne. Musimy jednak pamictac, ze ksztatt ugigcia gietki obcigzonej momentami
1 ksztatt gietki obcigzonej dodatkowo sitg jest inny. Stad przy tej samej rzednej w jakim$
punkcje, krzywe te rozchodzg si¢. Patrz tez zadanie 2.

¢) Interpolacja wielopunktowa
Gdy zakres funkcji (krzywej) jest duzy, musimy stosowa¢ wiecej rzgdnych do jej zde-
finiowania, niz trzy. Przyjmijmy, Ze zastosujemy cztery rzgdne, jak na rys. 33.

0 04 0,38 1,2 16 2
Rys. 33

Postgpujac podobnie, jak w przypadku trzech rzednych, przebieg drugiej pochodnej dany
jest wzorem:

y'=M,+ Pox|x1 + Pi(x —x1)|x2 + Py(x — x5). (23.22)

Zapis ten oznacza, ze dwa pierwsze sktadniki M, + Pyox wazne s3 na catej dtugosci prze-
dziatu interpolacji, w punkcie x; pojawia si¢ drugi sktadnik P;(x — x;), wazny od punktu
x; do konica, w punkcie x, pojawia si¢ trzeci sktadnik P,(x — x,), wazny od punktu x, do
konca itd., gdyby byto wigcej rzednych.

Réwnanie krzywej jest analogiczne do wzoru (23.8):

Y = Yo + VaMox® + VePox’|x; + YeP1(x — x1)| 0 + YePo(x — x,)°.  (23.23)

Widzimy, ze krzywa gigtkowa aproksymowana jest odcinkami jednomianami trzeciego
stopnia. Podobnie, wzor na pole pod krzywa jest analogiczny do wzoru (23.9):

A = yol + VMol + %, Pol* + %P1 — x1)* + Y%Po(l — x2)". (23.24)

Mamy teraz cztery niewiadome: M,, Py, P, i P,. Wyznaczymy je z warunkow, ze krzy-
wa ma przechodzi¢ przez trzy rzedne: y;, y, i y; oraz ze druga pochodna ma zerowac
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si¢ na koncu krzywej. Otrzymamy uktad réwnan analogiczny do (23.3):

1/2]‘4())(312 + 1/6P0.X13 =Y1— Yo,
VaMoxs' + YePox; + YePi(xa—x1)° = Y2 =Yo,
VaMol* + YePol + Y6Py(1 - x1)’ + Y%Py(I — x,)° = y3 —yo,
My + Pyl + Py(l—x)) + Px(I— x,) = 0.

Wygodnie jest przedstawi¢ go w formie bezwymiarowe;j:

VaMox; + Y6Poxi” = (y1 — yo)xi,
VaMoxs + YePoxs: + YeP1 15 1x2 = (y2 —yo)/xa
VaMol + YePol* + YeP1(I — x1)° 11 + Y6Po(I — x2)°11 = (y3 —yo)/1,
Mol + Pyl* + Pil(1 - x;) + P,I(1 - x,) = 0,

gdzie I, = x, — x; jest dlugoscig drugiego przedziatu. Po prawej stronie wystepuja wspot-
czynniki kierunkowe siecznych 3, N2 i Ns, poprowadzonych przez rz¢dng poczatkowa
i dang rzgdng. Wprowadzajac bezwymiarowe parametry (23.4), uktad przyjmie postac:

Yamo&, + 1/6,1790512 =Ny,
Yamo&s + Yepo&s' + YepiAs €2 =Ny, (23.25)
Yamg + Yepo + 1/6,1’?10(13 + 1/6,1’?20(23 =1Ns,
moy + po + P10 + pr0r =0,

gdzie A, = [,/ jest bezwymiarowa dtugoscia drugiego przedziatu.

Rozwigzanie uktadu (23.25) metodg eliminacji zmiennych jest bardzo zmudne. Mozna
by to zrobi¢, wyznaczajac z dwoch ostatnich réwnan parametry myg i po. Podstawiajac je
do dwéch pierwszych réwnan, otrzymaliby$my uktad dwéch réwnan ze wzgledu na p,
i p,. Lepiej jednak jest przej$¢ na przedstawieniem uktadu w postaci macierzowe;j:

»& %gf 0 0 m, uk

Be K& km/e 0 | po|_|m (23.26)
Bk ke kol | |
1 1 a, a, [P, 0

Pierwsza macierz jest macierza wsp6tczynnikéw A w uktadzie (23.25), druga wektorem
niewiadomych X(mq, po, p1, p2), a trzecia kolumng wyrazéw wolnych B(n, N, N3, 0).
Rozwigzaniem jest wektor X = A™'B, ktéry mozna uzyskaé tez wzorami Cramera.

Znajac wektor X, réwnanie krzywej gigtkowej i wzor na pole pod nig mozna przed-
stawi¢ w kategoriach bezwymiarowych. Postepujac podobnie jak poprzednio, réwna-
nia (23.23) i (23.24) przyjma postac:

Y=o+ [Vamo& + Yepo& | &1 + Yepi(& — &1)’| & + Vepa(§ — €21, (23.27)
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gdzie & = x/I jest bezwymiarowa odcieta:
A = yol + P[Yemo + Yapo + Yaupi(1 =€) + Yaupa(1 - €)', (23.28)

W przypadku, gdy na koncach krzywej y” zeruje si¢, posta¢ krzywej gigtkowej oraz pole
pod nig wyrazg si¢ analogiczne, jak poprzednio:

Y=o+ LCE + Vepo&| & + Yopi(§ =€) | &2 + VepaE ~ &L, (23.29)

A =yol + P[YaC + Yaupo + Yaupi(1 = €)* + Voupa(1 - &)*. (23.30)
Parametry w tych wzorach okres$la uktad réwnan:

C + Yepo&i =Ny,

C+ l/ﬁpOEZZ + 1/6P1)\23/Ez =12 (2331)

C+ Yepo + %p10(13 + 1/62720(23 =Ns,
Do + P10 + p,0, = 0.

Posta¢ macierzowa uktadu jest nastepujaca:

ne ‘212 0 0 m, n

1E  KE %)‘;/552 O 7o || (23.32)
% % %(Xl %az P M5
1 1 le 0,2 p2 0

Rozwiazaniem jest wektor X (mq, po, p1, p2) = A™'B, ktéry mozna uzyska¢ tez za po-
mocg wzoréw Cramera. Postugiwanie si¢ postaciag macierzowa jest bardzo wygodne
w zastosowaniach.

PRZYKEAD 25. Obliczy¢ catke | ; dx/(1+ x) za pomoca krzywej gietkowej o czterech rzed-
nych w punktach 0, 0,3, 0,81 1.
Rozwigzanie. Rzedne funkcji w zadanych punktach wynosza: 1, '3, */s i Y2. Roz-
pictos¢ krzywej [ = 1. Bezwymiarowe odciete &; = 0,3, a; = 0,71 &, = 0,8, 0, = 0,2. Wspot-
czynniki kierunkowe siecznych wynosza n; = —0,76923, n, = —5/9, Ns = —0,5. Parametr C
=-0,83011, py = 4,058755, p, = —6,08169, p, = 0,99214. Pole pod krzywg gietkowa wyno-
si A = 0,69328, gdy dokladna warto$¢ catki wynosi In2 = 0,69315, blad wynosi zatem
0,00014. Poréwnanie interpolacji gigtkowej z funkcja podcatkowa pokazane jest na rys.
34. Jesli przyja¢ x; = 0,29, a x, = 0,79, to uzyskamy catke A = 0,69315 z doktadnoscig pig-
ciu miejsc po przecinku — wynik, jaki trudno osiggng¢ innymi metodami w oparciu o
cztery rzedne.

Krzywe na rys. 30 i 34 wydaja si¢ jednakowo dobrze aproksymowa¢ funkcje¢ podcatko-
wa. W takim przypadku wprowadzenie drugiego czy dalszych punktéw daje jedynie ko-
smetyczne zmiany, niewidoczne dla oka, zmniejszajace i tak juz maty btad.
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0,8 A

0,6 - Y1

04 Y2 Y

0,2 -

X
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 34. Interpolacji gigtkowa czteropunktowa funkcji 1/(1+x)

Ciekawa wtasnoscia krzywych gietkowych jest to, ze zwickszenie liczby weztéw nie
powoduje falowania krzywej gietkowej, jak to jest w przypadku interpolacji wielomia-
nowej. Dodanie punktéw nie zwigksza bowiem stopnia interpolacji gictkowej. Bez
wzgledu na liczbe punktéw, jest to zawsze krzywa klasyC>.

Na poczatku lat 1970. w przemysle okretowym w Polsce podjeto prace nad rozwo-
jem krzywych gictkowych, lecz nie przebity si¢ one do dydaktyki ani podrecznikéw.

Zadania

1. Pokaza¢, ze wspéiczynnik kierunkowy siecznej poprowadzonej z poczatku uktadu przez
dowolny punkt (x, y) na linii ugiecia gietki obcigzonej momentami na koncach, okreslony
jest wzorem:

yix=C +Y2Myx + %Poxz.

W formie bezwymiarowe;j:

n= C+ 1/2m()E + 1/6[)0&2.

Wskazdwk a: wykorzysta¢ wzér (23.17).

2. Pokaza¢, ze gdy gigtka obcigzona jest dodatkowo sita P; w punkcie x;, wzér na wspot-
czynnik kierunkowy siecznej z zadania 1, wazny jest dla x < x;. Mimo takich samych
wzordw, wspotczynniki te sg rézne dla obydwu przypadkéw, ze wzgledu na rézne rzgdne
w punkcie x;.

§ 24. Obliczanie calek z ominieciem funkcji pierwotnej

W niektérych szczegdlnych przypadkach catek oznaczonych mozna uzyska¢ wynik $ci-
sty, mimo ze funkcja pierwotna jest nieelementarng funkcja specjalng, co uniemozliwia
zastosowanie wzoru Newtona-Leibnitza (1.1). Podamy kilka najwazniejszych przykta-
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déw obliczen takich catek, stosujac rézne chwyty. Obszerng metoda obliczania wspo-
mnianych catek jest teoria residuéw, znana w analizie zmiennej zespolonej, jednak nie
bedziemy jej tutaj omawiali.

a) Sprowadzanie do catki zaleznej od parametru
Jest to bardzo skuteczna metoda. Zaprezentujemy ja na przykladzie obliczenia catki:

“sinx
[ = —dx
0o X

Calka jest zbiezna, wigc jej warto$¢ istnieje. Funkcja pierwotna catki jest nieelementar-
na. Aby znalez¢ jej Scista wartos¢, obliczmy najpierw catke zalezng od parametru a:

sin x
dx

I(a) = foooe_“x

przyjmujaca poszukiwang warto$¢ dla a = 0. Gdy parametr a — oo, funkcja I(a) dazy
do zera. Rozniczkujac ja wzgledem parametru a (ré6zniczkowanie mozna wykona¢ pod
znakiem catki), otrzymamy:

dl i

—= —f e *sinx dx
da 0

Stad na podstawie wzoru (21.7) mamy:

al 1
da  1+a?
Zatem catkujac, otrzymamy:
I(a) = C — arctga,
gdzie C jest stalg catkowania. Podstawiajgc a = oo, otrzymamy:
0=C-tom
Stad stata C = V2Tt Zatem:
I(a) = Va1 — arctga.

Przyjmujac teraz a = 0, otrzymamy ostatecznie, ze:

f S X = (24.1)
0 X
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PRZYKELAD 26. Wiedzac, ze:

1_f2n d«  2m
Y7 ), at+cosx  gz_1

gdzie a > 1, obliczy¢:

2m dx
L=| ———
2 fo (a + cos x)?

Rozwigzanie. Mianownik catki /, jest kwadratem mianownika catki /;. Mozemy za-
tem spodziewac si¢, ze catka I, ma zwiazek z pochodng catki /. R6zniczkujac obustronnie
réwnanie na I; wzgledem parametru a, zapisujgc wpierw prawa stron¢ w postaci wygodnej
do rézniczkowania, otrzymamy:

2m dx 1 3
_ e Neg2 _ 1)
fo @ T cosa)? 2n( 2) (a*-1)722a
Stad:

; _fz’f dx _ 2ma
)y @tcosn)? (g2 1yl

b) Podnoszenie catki do kwadratu
W niektérych przypadkach tatwiej jest obliczy¢ kwadrat catki, niz samg catke. Dla przy-
ktadu obliczmy catke:

co 1.2
I=f e 2¥ dx
0

Jest to przypadek, gdy tatwiej daje si¢ obliczy¢ kwadrat tej catki:

0] 1 o] 1 [o¢] o] 1
1% = f e’ dxf e’ dy = f f e 20 dxdy
0 0 o Jo

WykorzystaliSmy fakt, ze oznaczenie zmiennej nie wptywa na wynik catkowania oraz
drugi fakt, ze iloczyn catek mozna zamieni¢ na catke podwdjna. W calce podwdjnej
przechodzimy na uktad biegunowy:

n/2 oo 1, /2 0 1,
12 =f f e 2" rdrd(pzf d(pf re 2" dr
o Jo 0 0

gdzie calk¢ podwéjng zastgpiliSmy iloczynem dwoch niezaleznych catek. Pierwsza catka
réwna sie¢ Y4TT, a druga jest tatwa do obliczenia przez podstawienie ¢ = V2>, Otrzymamy,
ze jest rowna 1. Stad:
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I? = V1
Zatem:
e dx= |T (24.2)
0 2
oraz.
f e 7 dx = 2\/72 =21 (24.3)

Ta ostatnia catka, zwana catka Gaussa, ma duze znaczenie przy badaniu zmiennych
losowych o rozktadzie normalnym.

¢) Sprowadzanie do réwnania
Obliczmy catke:

I = f:z Insinxdx.

Funkcja pierwotna jest nieelementarng. Catka ta jest niewlasciwa, lecz jest zbiez-
na. W celu jej obliczenia zastosujmy podstawienie x = 2. Wéwczas:

1=2"Insin2rdr =2 In(2sincost)dr =
= 2_[:4 (In2 + Insinz + Incost)dt

=Umin2 + 2[Jz4lnsintdt + J(r)'mlncostdt].

Funkcja sinus i kosinus sg symetryczne wzgledem %1t W zwiazku z tym, calka Incost
w przedziale (0, %70 jest taka sama, jak catka Insinz w przedziale (Y41t Y21). Zatem
calki w nawiasie kwadratowym réwne sg catce wyjsciowej. Stad otrzymujemy réwna-
nie na obliczenie calki I:

I =Ymin2 + 21,

z ktérego wynika, ze I = —Y2min2. Zatem:

[ Insinxdx = ~Ysmin2. (24.4)

d) Caiki Froullaniego
Jest wiele catek niewlasciwych szczegdlnego typu

f”’f(ax)—f(bx)d
—ax
0 X
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gdzie a, b > 0, zwanych catkami Froullaniego. Calki takie daje si¢ obliczy¢ bez konie-
cznosci znajdowania funkcji pierwotnych. W tym celu trzeba najpierw przeksztatci¢ catke
obcieta, rozbijajac ja na réznice dwoch catek i stosujac oczywiste podstawienia:

A f(ax) — f(bx) Bl P f ()
—dx = —dx — —dx
s x as X bs X
Granice calkowania w obydwu catkach mozna rozbi¢ na dwa podprzedziaty:
bé x aA £(y ah £y bA £y
O I [ W ey (O W ey (COP
as X bs X bs X an X

Dwie calki srodkowe znoszg si¢. Mamy wigc tozsamos¢:

A _ ) bA
[ra=ren,, P10, [t
s x x

asd x al

W granicy, gdy & — 0, a A — oo pierwsza catka jest tozsama z naszg catkg. Widzimy,
ze wartos$¢ calki zalezy wylacznie od zachowania si¢ funkcji podcatkowej w otocze-
niu zera i w nieskonczonosci. Stosujagc do dwéch ostatnich catek twierdzenie o warto-
Sci Sredniej, otrzymamy:

bé f(X) B bé dx B b
Al (G

ad

gdzie & jest z przedziatu (ad, bd). Analogicznie:

[ 1D pan [ &= o
al x an X a
gdzie n jest z przedziatu (al\, bA). W granicy, gdy — 0, a A — oo, otrzymamy wzor:
® —f(b b
f de = (o~ fe)In> (24.5)
0

jako ze punkt & dgzy wéwczas do zera, a N do nieskonczonosci. Gdy w nieskonczono-
$ci funkcja f(x) oscyluje, to za f,, nalezy przyjac srednig warto$¢ tych oscylacji.

Zadania

1. Stosujac oczywiste podstawienie pokaza¢, ze catka ponizsza nie zalezy od parametru a:

f“’sinaxd i
x = =
0o X 2
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Konsekwencja jest zerowanie si¢ ponizszej calki, zgodne tez ze wzorem (24.5):

dx= 0

f“’ sin ax — sin bx
o x

2. Obliczy¢ catke:
I = J- xe~ % cos bx dx
0

Rozwiagzanie. Calka jest funkcjg parametréw a i b. By uzyska¢ znang postac,
scatkujmy ja stronami wzgledem jednego z parametréw, np. parametru a. Otrzymamy:

0 —ax

/(a)=—f0 xE

o0

cosbxdx = —J- e ¥coshxdx =————
o a? + b2

gdzie wykorzystaliSmy wzor (21.7). Poniewaz I = 0J0a, stad:

6( a ):_a2+b2—2a2_ a? —b?

= —— =
oa \a? + b? (@ +b9)?2  (a@ + b?)?

Calka I jest funkcja dwoch parametréw. Ten sam wynik otrzymalibySmy, catkujac
wzgledem parametru b i rézniczkujac otrzymane wyrazenie wzgledem tegoz parametru.

3. Obliczy¢ catke:

* 1 — cos bx
I=J- e ™ ——dx
o x

W skazd6wk a: zrézniczkowa¢ stronami wzglgdem jednego z parametréw, a na-
stepnie scatkowacé wzgledem tegoz parametru.

Odpowiedz:

1 bz

4. Obliczy¢ catke:

® 1 e X
I=J- cosx dx
o x

Wskazdwka: wprowadzi¢ parametr do eksponentu lub kosinusa i rozpatrzy¢
og6lniejsza catke. O d powied z: I=In\2.
5. Obliczy¢ catke:
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Rozwigzanie.Ze wzoru (24.5) natychmiast mamy: I = In(b/a).

. Obliczy¢ calke z zadania 5 metoda rézniczkowania wzgledem jednego z parametréw.

R ozwiazanie. Rézniczkujgc stronami wzgledem parametru a, otrzymamy:

01/0a = —_|.0o e “dx=-1/a.
0
Catkujac stronami wzgledem parametru a, otrzymamy:

I=C-Ina.

Stata C wyznaczymy, jesli bedziemy znali warto$¢ calki I dla jakiego$§ parametru a.
Nietrudno zauwazy¢, ze gdy a = b, to I = 0. Tak wigc:

0=C-1nb.
Stad C = Inb. Zatem:
I=Inb—1na=1In(b/a),

jak w zadaniu 5.

. Korzystajac z calki I, podanej w przyktadzie 26 na s. 149, obliczy¢:

2m dx

L. = - -
3 o (a+cosx)3

W sk azd wk a: zrézniczkowa¢ stronami réwnanie na I, wzgledem parametru a.
Odpowiedz:

- 3ma?

Iz = 3 + 5
(@-1Dz (a®—-1)2

. Obliczy¢ catke:

* arctg ax —arctg bx
I=J- & & dx
o x

Rozwigzanie.Ze wzoru (24.5) natychmiast mamy: I = —%2Ttln (b/a).

. Obliczy¢ catke:

* cosax — cos bx
I= —_— dx
0

X

Odpowiedz I=In(bla).

10. Obliczy¢ calke:
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11.

12.

dx

* cosax — cos bx
I = —
o x

W skazd wk a: zrézniczkowaé catkg wzgledem jednego z parametréw, a nastgpnie
scatkowa¢ wzgledem tegoz parametru.

Odpowiedz: I="%T(b-a).

Obliczy¢ catke:

p+qe % dx
I—J- In ——
p+qe‘bx x

Wskazdwk a: logarytm ilorazu zastapi¢ réznicg logarytméw. Wdéwczas funkcja
podcatkowa przyjmie postaé, jak we wzorach Froullaniego.

Odpowiedz: I=gln(bla).
Wykazac¢, ze:

dx = ab In>
X =a nb

* asin bx — bsin ax
I= >
o X

Rozwigzanie. Musimy najpierw doprowadzi¢ catke do znanej postaci. R6z-
niczkujac ja wzgledem parametru a, otrzymamy:

dx

x2

ol _ f“’ sin bx — bxcos ax
da  J,

Catke t¢ musimy jeszcze raz zrézniczkowac czastkowo wzgledem parametru b:

dx

0%l ® xcos bx — xcos ax ® cos bx — cos ax
dx = _—mm
0 0

oboa - x2 x

A te calkg¢ znamy, réwna si¢ In(a/b) — patrz zadanie 9 1 wzor (24.5). Tak wiegc:

621—1 —Ina—Inb
oboa  p_ eT ™

Catkujac to réwnanie wzgledem parametru b, otrzymamy:

o b(nb — 1)
aa— na n

Uwzglednili$my tu, ze catka nieoznaczona Inx réwna si¢ x(Inx — 1). Stata calkowania
C = 0 zeruje si¢, bowiem catka na 01/0a zeruje sig, gdy b = 0. Catkujac powyzszy zwia-
zek wzgledem parametru a, otrzymamy:

I=ba(lna—1)—-ab(Inb - 1) = ab In(a/b), c.b.d.o.
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Stata catkowania C = 0 zeruje si¢, bowiem catka I zeruje si¢, gdy a = 0.

§ 25. Calkowanie jednomianu ttumionego

W zastosowaniach spotyka si¢ catkowanie jednomianu thumionego:

ftp e tdt

gdzie p jest wykladnikiem jednomianu. Catka ta ma duze znaczenie w zastosowaniach.
Wykres funkcji podcatkowej dla wyktadnika p = 3 pokazany jest na rys. 35.

1,6 7
1,4 -
1,2 -

1
0,8 1
0,6
0,4 A
0,2 A

O T T T T T I
0 2 4 6 8 10 t 12

Rys. 35. Wykres funkcji podcatkowej dla p = 3

Wykres dla wykladnika p = 75 pokazany jest na rys. 36, a dla wykladnika p = =% na
rys. 37. Dla p > 1 sg to potegi, dla p U (0, 1) — pierwiastki, a dla p U (=1, 0) s3 to od-
wrotnos$ci pierwiastkow.

0,6 1
0,5 -
0,4 -
p=1/3
0,3 -
0,2 -

0,1 A

0 T T T T T 1

Rys. 36. Wykres funkcji podcatkowej dla p = 75
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Mozna pokazaé, ze dla dodatnich wyktadnikéw p maksimum funkcji podcatkowej wy-
pada dla ¢t = p i réwne jest p’e™” (rys. 351 36). Dla p O (-1, 0) funkcja podcatkowa
monotonicznie opada w sposéb pokazany na rys. 37.

6 -

5

p=-1/3

0 T T T T I 1
0 0,5 1 15 2 2,5 3

Rys. 37. Wykres funkcji podcatkowej dla p = -V
Catkowanie odbywa si¢ najczesciej w przedziale nieskonczonym od 0 do o, co daje

nowg funkcje, zalezng od wyktadnika p, zwang funkcjqg gamma I. Przyjelo si¢ ozna-
cza¢ argument tej funkcji wigkszy o 1 od wyktadnika jednomianu p. Zatem:

[(x) = f tX~le~tds (25.1)
0

gdzie p = x — 1. Tak wigc argumenty funkcji gamma z przedziatu (0, 1) obejmuja
tlumienie odwrotnosci pierwiastkow, z przedziatu (1, 2) — ttumienie pierwiastkéw, zas
argumenty powyzej 2 dotycza ttumionych poteg.

Calkujac wzor (25.1) przez czgsci, otrzymamy:

[o9]

1
r'(x) =- f t*e~tdt
X Jo
co prowadzi do wzoru rekurencyjnego:

xIM(x) =T (1+x).

Zwazywszy, ze (1) = 1 = 0!, co wynika z bezpos$redniego catkowania funkcji e/, ze
wzoru rekurencyjnego otrzymamy:

rey=1ra)=1r1=1!

r3)=2r2)=21=2!

og0lnie:
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F+n)=n!

Widzimy, ze gdy wykladnik p jest naturalny, catka (25.1) réwna si¢ p! W dowolnym
przypadku x! = I (1+ x). Funkcja dost¢pna jest w kalkulatorach naukowych.

Funkcja I', dana wzorem (25.1), jest wiec uogélnieniem poje¢cia silni na liczby niecal-
kowite. Obliczanie warto$ci I dla dowolnych liczb jest jednak trudne, bo nie istniejg
wzory analityczne, a calkowanie numeryczne wzoru (25.1) nie wchodzi w gre, bo jest
mato doktadne. Wartosci funkcji dla argumentéw niecatkowitych mozna okresli¢ w opar-
ciu o jej wtasnosci.

Funkcja " ma szereg wtasnosci, m.in. wtasnos¢ odbicia (dowdd w zadaniu 2):

T

Frx)r1—x) = (25.2)

sinttx  sinm(1 — x)

Wzér wazny jest dla x U (0, 1), czyli dla przypadku ttumienia odwrotnosci pierwiastkéw,
jak narys. 37. Podstawiajac x = %2, otrzymamy:

) =1
(%) =1

Warto$¢ '(Y2) mozna uzyskaé tez ze wzoru (24.2). Podstawiajac t = Vax* uzyskamy
natychmiast, Ze:

Ve

Korzystajac ze wzoru rekurencyjnego, otrzymamy wartosci funkcji I dla kolejnych liczb
potéwkowych. Przyktadowo:

o ,—t
f C_dt=vm
0

r(1,5) =¥\m,
re,5=1,5"T(,5=15%m
r3,5)=2,5"T(2,5) =2,515%m
r4,5)=3,5-2,5-1,5-\T itd.

Warto$ci funkcji gamma znamy wigc dla liczb naturalnych i potéwkowych. Wartosci
dla liczb dziesigtnych sa niczym innym, jak wartoSciami interpolacyjnymi krzywej
przechodzacej przez te punkty. Interpolacja nie zapewnia jednak dokladnosci oczeki-
wanej w matematyce. Przebieg funkcji ' pokazany jest na rys. 38. Minimum lokalne
réwne I,,;, = 0,885603..., funkcja osigga w punkcie x,,;,, = 1,461632... Wartosci I dla
liczb dziesigtnych mozna obliczy¢, stosujac wzdr Stirlinga:

2
() = (g)x \/; [1 + é + 28513x2 - 515133:(9)9(3 T2 482731209(4 +0 (%)]
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I(x)

0 T T T 1
0 1 2 3 4

Rys. 38. Wykres funkcji I"(x)

lub aproksymujac funkcj¢ w przedziale dwoch kolejnych liczb naturalnych.

Wzér Stirlinga jest wyrazeniem asymptotycznym, ktére wraz ze wzorem rekurencyj-
nym pozwala obliczy¢ warto$ci liczbowe " dla dowolnych argumentéw. Wystarczy sta-
blicowaé funkcj¢ I' w przedziale wyznaczonym przez dwie kolejne liczby naturalne.
Dla x [J (1, 2) warto$ci ' zostaly obliczone tg metodg przez Legendre'a z doktadno-
Scig do 12 miejsc po przecinku.

W przypadku interpolacji musimy znalez¢ krzywa przechodzaca przez punkty krafico-
we i punkt poléwkowy. Dla podniesienia doktadnosci, krzywa interpolacyjna na krancach
musi mie¢ zadane nachylenie (pochodne) i krzywizne (II pochodng). Do tego celu mozna
uzy¢ wielomianu aproksymacyjnego. Obecnie wartos$ci funkcji ' mozna znalez¢ za
pomocg programdéw komputerowych dostepnych w Internecie, np. https://pl.number-
empire.com/gammafunctioncalculator.php. Funkcja dostgpna jest tez w nowszych wer-
sjach Excela, od Excela 2013 oraz w kalkulatorach naukowych, jako x! =T (1+ x).

Do aproksymacji funkcji potrzebne sa jej pochodne. Otrzymuje si¢ je, ré6zniczkujac
wzor (25.1). Pamietajac, ze (a)' = a'Ina, otrzymamy:

[o9]

I'(x) =f t*1Int-e tdt
0

W punkcie x = 1 pochodna wynosi:

r'aa) = f Int-e tdt=—vy
0
gdzie y = 0,5772156649 0153... jest stalg Eulera, réwna réznicy sumy odwrotnosci
liczb naturalnych od 1 do m i Inm, gdy m—c. W kolejnych punktach naturalnych po-

chodna znajdziemy z pomoca wzoru rekurencyjnego. R6zniczkujac go, otrzymamy:

M1+ x)=Tx) +xl'(x),

158
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Stad pochodne funkcji I' dla kolejnych liczb naturalnych wynosza:

r'Q)=r)+1-r'()=1-vy,
F'@3)=rQ)+2T'(2)=3-2y,

@) =r@3)+3T'Q)=11-6y,
F'(5) =T (4) + 4T '(4) = 50 - 24y itd.

Wzér na Il pochodng funkcji I (x) otrzymamy, rézniczkujgc I '(x):

I'(x) = f t* "1 (Int)2e~tdt
0

W punkcie x = 1 druga pochodna wynosi:
r'"= f (Int)2e~tdt =y? + %th
0

W kolejnych punktach naturalnych pochodng znajdziemy z pomoca wzoru rekurencyj-
nego. Rézniczkujac pierwszg pochodng, otrzymamy:

"1+ x) =2I"(x) + xI" " (x).

Stad drugie pochodne funkcji I' dla kolejnych liczb naturalnych wynosza:

F"@)=2r"(1) + 1-T"(1) =2y + y* + %T?,
r@3)=2r'Q)+2r"Q),
M'(4)=2r'@3)+3T"Q3) itd.

Do interpolacji funkcji I migdzy dwoma kolejnymi liczbami naturalnymi stabo nadajg
si¢ krzywe gictkowe, bo wewnatrz przedziatlu mamy tylko jeden punkt (potéwkowy).
Musimy wiec zastosowaé wielomian aproksymacyjny. Zadajac, by krzywa przecho-
dzita przez punkty koncowe i punkt potéwkowy, a na koncach miata zadane I i II po-
chodng, mamy 7 warunkéw, co pozwala znalez¢ wielomian aproksymacyjny széstego
stopnia: Przyjeto si¢ aproksymowac¢ funkcje I'(1+ x) dla x [1 (0, 1). Zatem:

F(+x)=1+ax+ax’+ ... +agx’. (25.3)

Wielomian aproksymacyjny I'(1+ x) przedstawia jednocze$nie funkcje I'(x), jesli w roz-
wini¢ciu zmienng x zastgpi¢ przez x — 1. Podstawienie takie przesuwa wykres (25.3)
w prawo o 1.

Musimy narzuci¢ sze$¢ warunkéw na wielomian aproksymacyjny. Mianowicie:

r=-y, F'(1) =y + %IC,
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F(1,5) =%\ re-=1,
r@=1-y, M) =-2y+Y + %I
Prowadza one do ukladu réwnan z szeScioma wspétczynnikami ay, ..., a¢. Rdwnania

na wspotczynniki ' (1+ x) sa nast¢pujace:

ar=-Y,

2a, =V + YTC,

Voa, + Yaay + Veas + Tigas + Yapas + Yeux® = VoNTI— 1,
a+a+az+as+as+ag=0,

ai +2a; + 3a; + 4a, +5as5+ 6ag =1 -,

2a, + 6as + 12a, +20as + 30as = -2 Y + Y + %TC.

Poniewaz dwa pierwsze wspoétczynniki dane s3 wprost, uktad sze$ciu réwnan redukuje
si¢ do czterech:

Veas + Yisaa + Yapas + Toax® = yoNTI-1+ Lay—Vaa,,
az+as+as+ag=Y—da,

3az + 4as +5as + 6ag =1 —2a,

6as + 12a4 +20as + 30aq = -2V.

Z rozwigzania uktadu otrzymamy:

a; =-0,5772156649015, a, =0,73506061920501
a; = 0,98905599532797, as =-0,36372994308930
az = —0,86644042907446, ae = 0,08326942253232.

Wykres aproksymacji wielomianowej I (x) w przedziale (1, 2) wg wzoru (25.3) poka-
zany jest na rys. 39.

1.1 -

1.05 +

0,95 -
0.9 -

0,85 -

0.’8 I i I I ]
1 1,2 14 1.6 18 2

Rys. 39. Aproksymacja wielomianowa funkcji I'(x) w przedziale (1, 2)
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Btad aproksymacji |€(x)| < 0,00012, czyli aproksymacja jest praktycznie doktadna do
czwartego miejsca dziesi¢tnego. Z uwagi na btad, wspélczynniki aproksymacji mozna
zaokragli¢ do pigciu miejsc po przecinku.

Znajac wartosci [ (x) w przedziale (1, 2), tatwo mozna znalez¢ warto$ci funkcji dla
dowolnego argumentu spoza tego przedziatu, stosujac sukcesywnie wzor rekurencyjny.
Przyktadowo:

(4,27)=3,27-1(3,27) = 3,27-2,27-1,27-T (1,27). (254)

W zastosowaniach bywa potrzebna takze niezupefna funkcja gamma, dolna i gérna:

f; t*exp(-t)dt
I:O texp(-1)dt.

Suma obydwu catek réwna si¢ ['(1+x), jesli majg t¢ samg granice rozdziatu.

Gdy wyktadnik jednomianu jest liczba dziesi¢tna, wartosSci niezupetnej funkcji I
mozna znalez¢ za pomocg programéw komputerowych dostgpnych w Internecie, jak na
przyktad https://pl.numberempire.com/definiteintegralcalculator.php. Wystarczy wpisac
funkcje podcatkowa, podaé granice catkowania, by otrzyma¢ (momentalnie) wynik
o duzej doktadnosci.

Gdy wyktadnik jednomianu jest liczbg naturalng, niezupelne funkcje gamma mozna
obliczy¢ Scisle. Przyktadowo, stosujac sukcesywnie catkowanie przez czesci, otrzymamy:

fxoo t3e tdt =e *(x3 + 3x% + 6x + 6)
foxtse'tdt =120 — e *(x5 + 5x* + 20x3 + 60x2 + 120x + 120)

W nawiasie okragtym wystepuje n-ta pochodna jednomianu x".

Zadania

1. Wyprowadzi¢ wzér rekurencyjny dla funkcji ', biorac za punkt wyjscia pojecie silni.
Rozwigzanie. nl=m-D!'n.Alen!=In+1), (n-1)! =T(n), zatem:

Fn+1)=n-TH).

2. Udowodni¢ wilasnos¢ odbicia funkcji gamma, dang wzorem (25.2).
Rozwigzanie. Dla wygody zmienimy oznaczenie zmiennej x na p. Mamy udo-
wodni¢, ze ['(p)['(1 — p) = TUsinpTt Iloczyn funkcji gamma wyrazimy za pomoca kata
fazowego.

Fp)I(1 - p) = f

e"‘x”‘ldxf e Yy Pdy =f J- e~ (+y) (—) x tdxdy
0 0 0o Yo Y
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Wykorzystaliémy fakt, Ze oznaczenie zmiennej nie wplywa na wynik oraz ze iloczyn
catek mozna zamieni¢ na catk¢ podwdjng, w ktérej przechodzimy na uklad biegunowy:

/2 do

— = 14
M- = [ ago oo

(0]
f e—r(cos 0+sin 0) dr =
0

_f”/z ctg? 8 de _f”/z 1 de
"~ ), cosO+sin® cos® J, tg’0 (1+tgh) cos2 O

Stosujac podstawienie ¢ = tg0, otrzymamy znang catke:

dt

s
= .b.d.o.
tP(1+t) sinpm ¢ ©

r@wu—m=f
0

Uzyskuje si¢ ja za pomocy teorii residuum. Poprawno$¢ wzoru mozna sprawdzi¢ kalku-
latorem internetowym dla wybranych parametréw p. Pamig¢tamy, ze p 0 (0, 1). Przykta-
dowo, dla p = 5 otrzymamy:

At _ 36275087284, = 2%
Ve@a+o T3

Wynik nie zmieni si¢, jesli wyktadnik potggi w calce zmienimy na %.
. Pokaza¢, ze zamiana x na (V2 — x) we wzorze na odbicie prowadzi do wzoru:

I‘(%—x)r‘(%+x) =cosn1tx

. Udowodni¢ wlasnos¢ odbicia funkcji gamma w przedziale (1, 2) w oparciu o wzdr re-
kurencyjny:

F() I'(3s) = J:O

T

Frl+x)TR—-x)=x(1—-x) prm—

Sprawdzenie numeryczne. Przyktadowo, dla x = /s mamy:

T
1 . 5, =1, .5, . =
M%) - TA%) = Y% %= — ==

Wartos¢ numeryczna z kalkulatora wynosi: 0,872664625997...,

natomiast warto$¢ analityczna /g Ttréwna sie 0,872664625997... Wzor jest Scisty.
. Znajac przebieg funkcji ' (x) w przedziale (1, 2), znalez¢ jej przebieg w przedziale (0, 1).

Rozwiazanie. Korzystamy ze wzoru rekurencyjnego: ['(x + 1) = xI" (x). Stad:

I'(x) = %I‘(l + x)

gdzie funkcja ['(14 x) dana jest wzorem (25.3). W dostatecznie bliskim sgsiedztwie zera
funkcja I (x) ma wigc przebieg hiperboliczny:
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Mx) =a; + 1/x,

co wida¢ narys. 38.

. Znalez¢ przebieg funkcji I (x) w przedziale (2, 3) i (3, 4) na podstawie przebiegu w prze-

dziale (1, 2).
Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru rekurencyjnego, otrzymamy

FM2+x)=10+xra+x,
FMB+x)=C+x)(1+x)I 1 +x) itd.,

gdzie funkcja ['(1+ x) dana jest wzorem (25.3).

. Obliczy¢ catke:

I = J- —dx
Rozwigzanie Wiemy, ze catka ta réwna si¢ [(Y2) = VTt Chcemy jednak obliczy¢
ja niezaleznie, nie korzystajac z wlasnosci funkcji gamma, ani nie przeksztalcajac wzoru
(24.2). Calki tej nie da si¢ obliczy¢ metoda szkolng, gdyz nie istnieje elementarna funkcja

pierwotna. Musimy wigc odwota¢ si¢ do metod specjalnych, omawianych w § 24, jak
podniesienie do kwadratu:

, © —(x+y)
1 =f —dxf —dy J- f dxdy
o Vx

Wykorzystaliémy fakt, Ze oznaczenie zmiennej nie wplywa na wynik oraz ze iloczyn
catek mozna zamieni¢ na calk¢ podwdjna. Dziedzing catkowania jest I ¢wiartka uktadu
wspotrzednych. Warto zauwazy¢, ze funkcja podcatkowa jest symetryczna wzgledem
fazy O = 45°, bowiem zamiana x z y niczego nie zmienia.

Przechodzac na uklad biegunowy, otrzymamy:

T/2 o —r(cos 0+sin 0) /2
I? = f f ——rdrdf = f
cosOsin0

e—r(cos 0+sin 0) dr

VcosOsin6 J;)

gdzie catk¢ podwdjng zastgpiliSmy iloczynem calek iterowanych. W drugiej catce, wyra-
zenie w nawiasie nie zalezy od r. Oznaczmy je przez a. Calka taka jest réwna 1/a. Otrzy-
mamy zatem jedng catke zalezng od fazy:

/2 do
o=
o (cosB+sinB)+/cosBsind

gdzie I* = (V). Wykres funkcji podcatkowej pokazany jest na rys. 15. Jak mozna
byto oczekiwaé, jest on symetryczny wzgledem 0 = 45°. Na krancach przedziatu cat-
kowania posiada asymptoty pionowe.
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Mimo osobliwosci, catke powyzsza mozna obliczy¢ analitycznie, bez uciekania si¢
do funkcji pierwotnej, korzystajac z wynikéw zadania 2. Mianowicie:

2 _f”/z de _J‘”/Z d0/ cos? @
o (cosB+sinB)+/cosBsind o (1+tgb)./tgd

Stosujac podstawienie ¢ = tg6, otrzymamy znang catke:

i
(1+t)ﬁ_sin%n_

. Wyrazi¢ kwadrat funkcji gamma:

r(p) :J:xp_le_xdx

za pomocg catkowania wzglgdem kata fazowego 6.
Rozwigzanie.

12=f e‘xxp_ldxf e‘yyp_ldyzf f e~ ) (xy)P-tdxdy
0 0 o Jo

Iloczyn catek mozna zamieni¢ na catk¢ podwdjna. Dziedzing catkowania jest I ¢wiartka
uktadu wspoétrzednych. Przechodzac na uktad biegunowy, otrzymamy:

m/2 poo
= f J- g T(cos0+sin®) (-2 045 9 sin O)P~1rdrdd =

/2 3]
= f (cos 0 sin e)P—ldef g~ T(cosB +sin0);.2p—1 gy —
0 0

Problemem jest obliczenie drugiej catki. Oznaczmy przez a wyrazenie w nawiasie i za-
stosujmy podstawienie x = ar. Otrzymamy:

(o) 1 [oe]
f e~ r2r-1qr = pegl e *xPdx = —F(Zp)
0

gdzie a = cosO + sinB, zas b =2p — 1. Zatem:

12 = 1 (2p) J‘”/z (cos® sin. g)r-1 49 = [(2p) f”/z tg?~'0  de
o (cosB+sin0)?? o (1+tg8)?P cos?0
Podstawiajgc ¢ = tg0, otrzymamy:
/2 -1
12 =T(2p) J- m

164



165

Maciej Pawtowski

Problemem jest obliczenie catki osobliwej. W matematyce znana jest catka:

© @l P(p)I(r)
fo (1+qt)P*" " qPT(p+7)

gdzie p, g i r s3 dodatnie. Catke te uzyskuje si¢ za pomocg teorii residuum. W naszym
przypadku r = p, g = 1. Zatem:

[°S) tp—l p r 2 (p)
Jy @ - ram
Tak wigc I = I'(p). Otrzymaliémy wynik oczywisty, potwierdzajacy jedynie, ze wyra-
zenie na catke osobliwag jest Sciste.

Gdyby$my znali warto$¢ catki po lewej z obliczen numerycznych, mogliby§my wyzna-
czy¢ I'(p) czy I'(2p). Ta droga wyznaczania warto$ci funkcji gamma jest jednak mato
efektywna. Wzér powyzszy jest przydatny raczej do sprawdzania doktadnosci kalkula-
tora internetowego. Sprawdzmy wigc jego doktadnos¢ dla p = %. Kalkulator daje wynik:
2,053390217939... Natomiast warto$¢ analityczna I'2(2/3)/I'(4/3) réwna si¢
2,053390217939... Widzimy, numeryczne obliczenie calki przez kalkulator internetowy
jest zgodne z analitycznym.

W przypadku, gdy argument funkcji " nie jest catkowity ani potéwkowy, obliczenia
wartosci funkcji przeprowadzamy, korzystajac ze wzoru rekurencyjnego, jak w za-
daniu 4 i 6 czy we wzorze (25.4), w oparciu o wartosci z przedziatu (1, 2).

. owodnic, z€ runkKkcja podcaikowa we wzorze na est symetryczna wz edem
Udowodni¢, ze funkcja podcatk F2(p) jest symetry gled

fazy 8 = 45°, a co za tym idzie, ze:

fl ¢p—1 dt_lfw ¢tp-1 dt_ll"z(p)
o A+ 2, A+0? T zT(2p)

czyli ze catka od 0 do 1 jest potowg catki od 0 do oo.
Wskazdéwka: pokazaé, ze funkcja podcatkowa w calce podwdjnej na Fz(p)
jest symetryczna wzgledem fazy 0 = 45°.
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§ 26. Wlasnosci wielomianow Legendre'a

Wielomiany ortogonalne maja liczne zastosowania w obliczeniach numerycznych i fi-
zyce teoretycznej. Stanowia cigg wielomianéw, ktére spetniaja nast¢pujacg relacje:

009G (0)Gu()dx =0, m#n, (26.1)

gdzie 0(x) jest funkcjg wagowa. Ciagi wielomianéw ortogonalnych zaleza od wyboru
przedziatu (a, b) i funkcji wagowej. Oméwimy wielomiany Legendre'a P(x), Laguerre'a
L(x), i Hermite'a H(x). Wielomiany Czebyszewa T(x) i U(x), najlatwiejsze z nich, zo-
staly omdwione wcze$nie;j.

Wielomiany ortogonalne mozna omawia¢ na wiele sposobow. Za punkt wyjscia
przyjmiemy tzw. funkcje tworzqcg V(x, t), gdzie t jest zmienna pomocnicza, za$ x od-
grywa rol¢ parametru. Kazdy rodzaj wielomianéw ma swoja funkcje tworzacg. Funk-
cja ta rozwija si¢ w szereg pot¢gowy:

V=3, G,x)t" (26.2)

Gdyby V byto funkcja tylko jednej zmiennej, wsp6tczynniki rozwinigcia bytyby stalymi
(liczbami). Poniewaz wystepuje parametr x, wspotczynniki G, zaleza od tego parametru,
czyli sa funkcja x. Wspélczynniki rozwinigcia funkcji tworzacej V sa wiasnie wielomia-
nami ortogonalnymi, zaleznymi od funkcji tworzacej V(x, f). Rozwinigcie (26.2) stuzy
przede wszystkim do badania wlasnosci wielomianéw ortogonalnych. Same wielo-
miany nie sg konieczne, dopdki nie chcemy znajdowa¢ miejsc zerowych czy obliczaé
warto$ci wielomianu.

W przypadku wielomianéw Legendre'a, odkrytych w 1782 roku, funkcja wagowa
0 = 1, zas$ funkcja tworzacg jest:

1
JI=2xt 4+

ktéra rozwija si¢ w szereg potegowy:

V =

(26.3)

P n
N Z o

Biorac liniowe rozwini¢cia funkcji tworzacej (patrz § 29):

1

N1=2xt +1?

widzimy, ze dwa pierwsze jednomiany Legendre'a to Po =11 Py = x.

=1+xt,
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Rozwinigcie (17.6) ma sens, gdy funkcja podpierwiastkowa jest dodatnia, co ma
miejsce, gdy parametr x 00 (-1, 1) — patrz zadanie 1.

a) Wzory rekurencyjne

Wielomiany Legendre'a maja mndstwo wlasnosci i liczne zastosowania. By uzyskaé
niektére wlasnosci, zr6zniczkujmy dwukrotnie rozwinigcie (17.6), raz wzgledem zmiennej
t, a drugi raz wzgledem parametru x. R6zniczkujac wzgledem ¢, otrzymamy:

t—x _ _ = n
W =(1 2xt+t2);)1-"n(x)t .

Korzystajac z rozwinigcia (17.6) na funkcje V, otrzymamy:

(1-x) S P =(1-20+2) S P01

n=0 n=0

Przyréwnujac wyrazy przy t", otrzymamy:

(n+1)P,1—(2n+1)xP, +nP,, =0, (26.4)

wzér wigzacy trzy wielomiany Legendre'a kolejnych stopni. Tak wi¢c znajgc dwa

pierwsze wielomiany Py = 11 P; = x, mozna wyznaczy¢ wszystkie wyzsze wielomia-

ny. Ze wzoru wynikajg dwie wazne wlasnosci:

* jesli dwie poczatkowe funkcje sg jednomianami, to kolejne funkcje P,(x) sg wie-
lomianami,

* jesli poczatkowa funkcja jest parzysta, a nastgpna — nieparzysta, to kolejne wielo-
miany sg na przemian parzyste i nieparzyste. Parzyste dla n parzystych, a nieparzy-
ste dla n nieparzystych, tj. P,(-x) = (-1)"P,(x).

Rézniczkowanie rozwinigcia (17.6) wzgledem parametru x, daje:

P =(1—2xt+t2)iP,[(X)f".

V1 =2xt +¢° =0
Korzystajac z rozwinigcia (17.6), otrzymamy:

(> P = (1-20+2) S Py

n=0 n=0

Przyréwnujac wyrazy przy t", otrzymamy:
wi1—2xP,+ P, -P,=0. (26.5)

W oparciu o dwie tozsamosci (26.4) i (26.5) chcemy uzyska¢ wzér na pochodng wielo-
mianéw w zalezno$ci od samych wielomianéw, bez pochodnych innych wielomianéw.
Rézniczkujac (26.4) wzgledem x, po uporzadkowaniu otrzymamy:
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(n+)Ph1—(2n+DxP,+nP,,—-(2n+1)P,=0. (26.6)

Wzory (26.5) i (26.6) tworzg uktad réwnan, z ktérych mozemy wyeliminowa¢ P',_;
oraz P’,.;. Otrzymamy réwnania:

xP, - P, =nP,, (26.7)
P —xPy=(n+1)P,.

Dodajac je stronami, otrzymamy tozsamos¢:
;1+1 - ’n—l = (2n+l)Pn- (268)
W drugim réwnaniu uktadu (26.7) mozemy zmieni¢ wskaznik z n na n-1:

xP, - P, =nP,,
P,n _XPIn_l =I’1Pn_1.

Otrzymamy nowy uktad, z ktérego mozemy wyeliminowaé P’,_;. Mnozac pierwsze
réwnanie uktadu przez x i odejmujac je stronami od siebie, otrzymamy:

P',(1-x* =nP,_, — nxP,. (26.9)

Réwnanie to wyraza pochodng wielomianu za pomocg dwéch wielomianéw.

Wzory powyzsze nosza nazwe wzorow rekurencyjnych. Najwazniejsze z nich to wzor
(26.4) 1 (26.9). Wz6r (26.9) nie nadaje si¢ do obliczenia pochodnej w punkcie x =1, ze
wzgledu na symbol nieoznaczony (0/0). Zastosowanie reguty de I'Hospitala niewiele
daje, bo pojawia si¢ nowa pochodna na koncu. W tym konkretnym przypadku pochodna
w x = 1 mozemy obliczy¢ sukcesywnie, korzystajac ze wzoru rekurencyjnego: P', =n +
P',_1. Poniewaz P’y = 0, stad kolejne pochodne w x = 1 wynoszg:

Pyl = l’ ’4 = 107
=3, s = 15,
,3 = 6, Pls =21itd.

Wyniki te tatwo uogdlni¢: P',(1) =%n(n + 1).

b) Rownanie rozniczkowe

Kazdy rodzaj wielomianéw ortogonalnych jest rozwigzaniem pewnego réwnania roz-
niczkowego. Mozna je znalez¢ w oparciu o wzory rekurencyjne. R6zniczkujac wzor
(26.9), otrzymamy:

[P},(L=x)]' =nP) 1 - n(xP,).

Podstawiajac za P’,-; wyrazenie, jakie uzyskuje si¢ z pierwszego rownania w (26.7),
tj. P'y-1 =xP', — nP,, otrzymamy:
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[P",(1=x%)]' =n(xP', - nP,) = n(P,),
P".(1-x% - 2xP', = nxP', - n*P, — nP, - nxP’,,.

Po uporzadkowaniu otrzymamy liniowe réwnanie ré6zniczkowe II rzedu:

1-x)y"-2xy' +n(n +1)y=0, (26.10)
ktére spetnia funkcja y = P, (x). Nosi ono nazwe rownania rozniczkowego Legendre'a.

¢) Ortogonalnos$¢ wielomianéw Legendre'a
Ortogonalno$¢ wielomianéw oznacza, ze spetniaja rownanie:

[ PuoP.()dx =0, mzn (26.11)

Jesli jeden wskaznik jest parzysty, a drugi nieparzysty, to wWzOr powyzszy jest 0cZywi-
sty. Funkcja podcatkowa jest wowczas nieparzysta, a catka takiej funkcji na odcinku
(-1, 1) jest tozsamosciowo réwna zeru. Tak naprawde dowdd trzeba przeprowadzié, gdy
indeksy obu wielomianéw sg parzyste lub nieparzyste, bo funkcja podcatkowa jest wow-
czas parzysta i zerowanie si¢ catki nie jest oczywiste. Dowdd jest ponize;.

Jesli we wzorze (26.11) przyjmiemy m = 0, Py = 1, otrzymamy ciekawy wniosek:

[ P.(xvydx=0, n=12 ..,

ze catka z wielomianéw P,(x) w przedziale zmiennoS$ci rowna si¢ zero.
Funkcji tworzacej mozna uzy¢ do obliczenia kwadratu wielomianéw P,(x) w prze-
dziale zmiennos$ci. Mianowicie, podniesmy stronami do kwadratu wzér (17.6):

1-2xt+12 LZ:')P(X)I} :;)rgoﬂl(x)ﬁ(x)t )

Kwadrat sumy zamieniliSmy na sum¢ podwdjng. Catkujagc stronami wzgledem x w gra-
nicach od -1 do 1, otrzymamy:

J.1 2xt +1* zzhpl(x)lj’l(x)dx} '

n=0m=0[
Zaktadajac, ze zachodzi wzor (26.11), suma podwojna zredukuje si¢ do pojedynczej sumy:

1

| I i H Pnz(x)dx} " (26.12)

S 1=2xt+17

n

Calke po lewej stronie obliczymy przez podstawienie u =1 — 2xt + t% Stad du = —2tdx,
u zmienia sie od (1+1)? do (1-1)% Zatem:
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1 (1+t)2
dx _1 du _1, 1+t _»o R S ~
Im—j 7_;lnlft_7(t+%t +§t +...)_

t
S s U

= 2(1+§ £+ +) =Y 2t
n=0
Szereg jest zbiezny dla |7| < 1. Promien zbiezno$ci w tym przypadku nie gra roli, wazne,
ze jakis jest. Zauwazmy, ze w rozwini¢ciu wystepuja jedynie potegi n+n = 2n, nie ma
poteg m+n, co dowodzi stuszno$ci wzoru (26.11). Przyréwnujac wspdtczynniki poteg
t?" po obydwu stronach wzoru (26.12), otrzymamy:

1

[ B2 (0dx = 527 (26.13)
-1

Ciekawe, ze obliczyliSmy calki dla calego ciggu funkcji bez ich ,,dotykania”, jedynie

w oparciu o znajomos¢ funkcji tworzace;j.

Zadania

1. Znalez¢ przedziat x, w ktérym funkcja tworzaca wielomianéw Legendre'a jest dodatnia.
Rozwigzanie. Funkcja tworzaca jest dodatnia, gdy 1 — 2xt + 12> 0. Ma to miej-
sce, gdy parabola znajduje si¢ powyzej osi odcietych, czyli gdy A < 0. Wyrdznik réw-
nania kwadratowego A = 452 —4=4(x*-1)<0. Stad (x*-1) <0, czyli x?<1, co ma
miejsce, gdy |x| < 1. Zatem funkcja tworzaca jest dodatnia, gdy x U (-1, 1).

2. Znalez¢ warto$ci wielomianéw P,(x) dla wartosci krancowych x = +1.

Rozwigzanie. Dlax=1funkcja tworzaca przyjmie postac:

1

N1=2r+¢2

Rozwija si¢ ona w szereg geometryczny (g = f). Wspodfczynniki tego rozwinigcia sg war-
to$ciami wielomianéw w punkcie x = 1. Zatem P, (1) = 1.
Dla x = -1 funkcja tworzaca przyjmie postac (iloraz g = —1):

:L:1+t+[2+...
1-t

1 1 )

V1++2t+17  1+1

Zatem P,(-1) = (-1)".
3. Znalez¢ wartosci wielomianéw P,(x) w Srodku przedziatu, dla x = 0.
Rozwiazanie. Dlax =0 funkcja tworzaca przyjmie posta¢ (patrz § 29):

_ 2N"h —1_ 142418 ,4 _ 133
=(+17) 2 =1=5t" +551 —gyt t--

1
Vi+1?
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Rozwija si¢ ona w dwumian Newtona o wspétczynnikach (_1,,/2). Wspétczynniki tego

rozwinigcia sg wartosciami wielomianéw w punkcie x = 0. Zatem wielomiany niepa-
rzyste zeruja si¢ w zerze P,+1(0) = O, natomiast wielomiany parzyste majg wartosci:

1BL--2n-1 _ _1\n 2n-!
Ao - D

P, =(-1)"
4. Wiedzac, ze Py = 11 Py = x znalez¢ cztery kolejne wielomiany Legendre'a.
Odpowiedz:
P,=1(3x* - 1), Ps = %(63x° — 70x° + 15x),
P53 = Y3(5x° — 3x), Pg = Y16(231x° — 315x* + 105x% - 5),
P, = %(35x" — 30x% + 3).

5. Sprawdzi¢, ze wspdlczynnik wiodacy przy wyrazie o najwyzszej potgdze wynosi:
_1 (2nj
a, =— .
n 2n n

(1-x*?P", = n{2xP,_, - [n+1 - (n —1)x*]|P,,}.

6. Pokazad, ze:

Réwnanie to wyraza drugg pochodng wielomianu za pomocg dwéch wielomianéw.
W zerze: P',(0) = —n(n+1)P,(0). W punkcie x = +1 wzdr jest nieoznaczony.

§ 27. Wiasnosci wielomianéw Laguerre'a

W przypadku wielomianéw Laguerre'a (1834-1886), funkcjg wagowa 6 = e, za$
rozwazanym przedzialem jest (0, »). Funkcja tworzaca jest:

—xt/(1-1)
e
V= ,
1-1¢

ktéra rozwija si¢ w szereg potegowy:

-xt/(1-t) o

=Y L)1, (27.1)

l_t n=0

Biorac liniowe rozwinigcia funkcji tworzacej V:

e—xt/(l—t)

=1+(1-x)t,
1-1

widzimy, ze dwa pierwsze jednomiany Laguerre'ato Lo=11 L; = 1-x.
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a) Wzory rekurencyjne
By uzyska¢ wzory rekurencyjne, zrézniczkujmy dwukrotnie rozwini¢cie (27.1), raz
wzgledem zmiennej ¢, a drugi raz wzgledem parametru x. R6zniczkujac wzgledem ¢,
w wyniku zmudnych, lecz prostych dziatan zwigzanych z r6zniczkowaniem funkcji
tworzacej V, otrzymamy:

oD | Z

=N 'nL (x)r""
-t (-1’ Z_:‘)

Korzystajac z rozwinigcia (27.1) na funkcje tworzacg, otrzymamy:

(l—x—t)iLn(x)t" :(1—2t+t2)inLn(x)x”“,

n=0 n=0

Przyréwnujgc wyrazy przy t" po obu stronach, otrzymamy:
n+)L,,—-2n+1-x)L,+nlL,.;1=0 (27.2)

wzOr wigzacy trzy wielomiany Laguerre'a kolejnych stopni. Tak wiec znajac dwa
pierwsze jednomiany Lo = 11 L; = 1-x, mozna wyznaczy¢ pozostate funkcje. Ze wzo-
ru wynika ponadto, ze funkcje L,(x) sa wielomianami. Wyraz wolny wielomianéw
réwna si¢ 1, co wynika z zadania 1, potwierdzone tez przez zadanie 3. Wielomiany te
mozna wyrazi¢ w formie zamknigte;:

Ln(x)=1—(r1’)x+(g));2!—(g));i--- (27.3)

n

Ze wzoru wynika, ze wspotczynnik wiodacy a, przy potedze x" réwna si¢ (-D" [] -+, czyli:

q =V ) (27.4)

" n!

Rézniczkowanie rozwinigcia (27.1) wzgledem parametru x, daje:

e

LS
n=0

1-t 1-¢

Korzystajac z rozwinigcia (27.1) na funkcje tworzacg, otrzymamy:

—tiLn(x)t" =(1-1) iL;(x)t"_
n=0

n=0

Przyréwnujac wyrazy przy t", otrzymamy:

Ln—l = L,n -17 L,n- (275)
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Chcemy wyrazi¢ pochodng wielomianu w kategoriach wielomianéw. Rézniczkujac (27.2)
wzgledem x, otrzymamy:

(n+)L,;1—-2Cn+1-x)L,+nl,,+L,=0.
Podstawiajac L',.; = L', — L,, co wynika ze wzoru (27.5), po uporzadkowaniu uzyskamy:
xL'y=n(L), = L,-1+L,).
Korzystajac jeszcze raz ze wzoru (27.5), uzyskamy ostatecznie:
xL', =n(L, - L,-y). (27.6)
Réwnanie to wyraza pochodng wielomianu za pomocg dwéch wielomianéw.

b) Rownanie rozniczkowe
Mozna je znalez¢ w oparciu o wzory rekurencyjne. R6zniczkujac (27.6), otrzymamy:

L,+xL", =n(L, - L,_).
Musimy wyrugowac¢ z réwnania L’,-;. Z réwnania przed (27.6) mamy:
n(L, - L, =xL,-nL,.
Wstawiajg je do rdwnania wyzej, mamy:
L,+xL",=xL,-nL,
réwnanie, ktére prowadzi do liniowego réwnania r6zniczkowego II rzedu:
xy"+(1-x)y'+ny=0, 27.7)
ktére spetnia funkcja y = L, (x). Nosi ono nazwe rownania rozniczkowego Laguerre'a.

¢) Ortogonalnos¢ wielomianéw Laguerre'a
Ortogonalno$¢ wielomiandéw oznacza, ze spelniajg one réwnanie:

[y e L(x)L,(x)dx = 0, m#n. (27.8)

Sprébujemy je udowodni¢ w oparciu o funkcje tworzaca V. Wpierw pomnézmy stro-

nami rozwiniecie (27.1) przez e % = exp(-Y2x):
o207 @
_— = Ze L (x)t"
l_t n=0

i podniesmy stronami do kwadratu:
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o~ XD /0D

[e¢] 2 0 0
ay = [Ze_zan(x)t"} = Z Ze‘*Lm (X)L, (x)t"" .

=0 n=0m=0

Kwadrat sumy zamieniliSmy na sum¢ podwdjng. Catkujagc stronami wzgledem x w gra-
nicach od 0 do o, otrzymamy:

@ (14 /(1) o @ [®

[——dx=> > | [e L, ()L, (x)dx [

0 (1 - t) n=0m=0| ¢

Zaktadajac, ze zachodzi wzor (27.8), suma podwdjna zredukuje si¢ do pojedynczej sumy:
;J‘e—x(lﬂ)/(l—t)dx - z |:J.6_XL’21 (x)dx:| t2n ) (27.9)

(I_Z)Z 0 n=0| ¢

Oznaczmy przez a = (1+1)/(1-1). Calka:

fw e “dx = 1.

0
Zatem catka z kwadratu funkcji tworzacej wyrazi si¢ wzorem (patrz § 29):

1 1-t_ 1 1

- —= = 2=1+l‘2+t4+---
(-0 1+t A-0)d+1t) 1-¢

na szereg geometryczny (g = £°). Zauwazmy, ze w rozwinieciu wystepuja jedynie potegi
n+n = 2n, nie ma potgg m +n, co dowodzi stusznosci wzoru (27.8). Przyréwnujac wspot-
czynniki poteg ¥ w powyzszym szeregu i po prawej stronie wzoru (27.9), otrzymamy:

o

eI (xdx =1 (27.10)

0

wynik nieoczekiwany, niezalezny od n. Jego prawdziwos¢ potwierdzajg obliczenia nu-
meryczne, jak tez analityczne.

Zadania

1. Znalez¢ wartos$ci wielomianéw L,(x) w punkcie poczatkowym x = 0.
Rozwiazanie. Podstawiajac w rozwinigciu (27.1) x = O, otrzymamy:

%El+t+t2 +eo= > L (0)1".

n=0
Ze wzoru wynika, ze L,(0) = 1, czyli wszystkie wielomiany Laguerre'a majg wartos¢
1 w zerze, czyli wszystkie zaczynaja si¢ w punkcie (0, 1).
2. Znalez¢ nachylenie wielomianéw L,(x) w punkcie poczatkowym x = 0.
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Rozwiagzanie. Rézniczkowanie rozwinigcia (27.1) wzgledem x, daje:

oD w
—=> L (x)t".
)

Podstawiajac x = 0, otrzymamy:

-t *
L =30
(1-0? HZ:(:)

Problemem jest inteligentne rozwinigcie lewej strony w szereg Maclaurina. Iloraz mo-
zemy przeksztalci¢ na dwa utamki proste, tatwo rozwijalne w szereg geometryczny:

-r_l-r-l_l_l_l_(lj’_
(1-1* (1-0* 1-t (1-0* 1-r U-t
:1+z+12+z3+---—(1+t+z2+t3+---)/:

=l+t+12+1 +-~-—(1+2t+3t2 +4r7° +)
Po odjgciu obydwu szeregdw, otrzymamy:

-t

——=—{r+22+3 +--.).

= )
Poréwnujac wspétczynniki przy kolejnych potggach ¢ po lewej i prawej stronie tozsa-
mosci, otrzymamy, ze L’,(0) = —n.

3. Wiedzac, ze Lo =11 L; = 1—x, znalez¢ cztery kolejne wielomiany Laguerre'a.

Odpowiedz:

Ly =Y3(x* — 4x + 2),

Ly =Ys(=x° + 9x* — 18x + 6),

Ly = og(x* —16x° +72x% —96x +24),

Ls = Y50(=x°+25x*—200x> + 600x? — 600x +120).

4. Pokazac, ze:
-x°L",=n[L, + (x =1)L,_4].

Réwnanie to wyraza druga pochodng wielomianu za pomocg dwéch wielomianéw.

5. Pokazaé, ze funkcja pierwotng L, jest L, — L.
Wskazdéwka: wykorzysta¢ wzor (27.5).

§ 28. Wilasnosci wielomianow Hermite'a

-x2/2

W przypadku wielomianéw Hermite'a (1822—-1901), funkcjag wagowa 8 = ¢ "<, za$
rozwazanym przedzialem jest (-, o). Funkcja tworzaca jest:
V= ext —lat2

’
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ktéra rozwija si¢ w szereg Maclaurina:

I = ZH,I(X)% ‘ (28.1)
n=0 .

Biorac liniowe rozwinigcia funkcji tworzacej V:

xt—t12 =1+xt ,

widzimy, ze dwa pierwsze jednomiany Hermite'a to Hy =11 H; = x.

a) Wzory rekurencyjne
By uzyska¢ wzory rekurencyjne, zrézniczkujmy dwukrotnie rozwinigcie (28.1), raz
wzgledem zmiennej ¢, a drugi raz wzgledem x. R6zniczkujac wzgledem ¢, otrzymamy:

tn—l

n

ext—tz/z(x_t) - Zan (x)
n=0
Korzystajac z rozwinigcia (28.1) na funkcje V, otrzymamy:

(x-1) ZHH(x)% => nH, (x)"
. n=0

n=0

n-1
y

n

Przyréwnujac wyrazy przy t" po obu stronach, otrzymamy wzor:

Hn+1 = XHn - an—la (282)

ktéry pozwala wyznaczy¢ nast¢png funkcje na podstawie dwéch poprzednich. Zatem
znajac dwa pierwsze jednomiany Hy = 11 H; = x, mozna wyznaczy¢ pozostate funkcje,
jak w zadaniu 1. Ze wzoru wynika ponadto, ze funkcje H,(x) s3 wielomianami. Ponie-
waz poczatkowa funkcja jest parzysta, a nastgpna nieparzysta, to kolejne wielomiany
Hermite'a sg na przemian parzyste i nieparzyste. Parzyste dla n parzystych, a niepa-
rzyste dla n nieparzystych, tj. H,(-x) = (-1)"H,(x).

Wielomiany Hermite'a mozna wyrazi¢ w formie zamknigtej:

H, (x)=x"- (Z)x"’z +1 B(Z)x"“‘ -103 B(gj X" E (28.3)
Ze wzoru wynika, ze wspétczynnik wiodacy:

a,=1,

za$ wyraz wolny w przypadku wielomianéw parzystych réwna si¢:

H,(0) = 1BB. [ -1) = (n-1)! (28.4)

178
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Jest to zarazem punkt przecigcia si¢ wielomianu z 0sig rzednych.
Rézniczkowanie rozwinigcia (28.1) wzgledem parametru x, daje:

2 2 t
xt=t"/2 _ ]
e =" H)(x)—

n=0 n!.
Korzystajac z rozwinigcia (28.1) na funkcje¢ tworzaca, otrzymamy:

00 tn _ [ , tll
t;Hnm;—ZH,,(x);.

n=0
Przyréwnujac wyrazy przy t", otrzymamy:
H, =nH,_,. (28.5)

Widzimy, ze w przypadku wielomianéw Hermite'a obydwa wzory rekurencyjne sa
bardzo proste.

b) Rownanie rozniczkowe
Mozna je znalez¢ w oparciu o wzory rekurencyjne. Uwzgledniajac wzoér (28.5) we
wzorze (28.2), otrzymamy:

H,..=xH,-H,.
Rézniczkujac ten wzor, otrzymamy:
H).=H,+xH, - H",
Podstawiajac za H},,, = (n + 1)H,,, co wynika ze wzoru (28.5), otrzymamy:
(m+1)H,=H,+xH,-H",
réwnanie, ktére prowadzi do liniowego réwnania rézniczkowego II rzedu:
y'=xy'+ny=0, (28.6)
ktére spetnia funkcja y = H,,(x). Nosi ono nazwe¢ rownania rézniczkowego Hermite'a.

c¢) Ortogonalnos¢ wielomianow Hermite'a
Ortogonalnos$¢ wielomianéw oznacza, ze spetniaja one réwnanie:

[ 7 e™2H, (x)H,(x)dx = 0, m#n, (28.7)

—o0

z funkcja wagowa 6(x) = e *”2. Sprébujemy je udowodni¢ w oparciu o funkcje two-
rzaca V. Wpierw pomnézmy stronami rozwiniecie (28.1) przez e *** = exp(-14x?):
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00 n
o 12 = Z e_XZMHn (x) r
n!

n=0
i podniesmy stronami do kwadratu:

m+n

2
_ . 00 _ tn 00 0 _ t
e {Ze *”“H,,(x)ni =YY, W H, ()

n=0 n=0 m-0

Kwadrat sumy zamieniliSmy na sum¢ podwdjna. Catkujac stronami wzgledem x w gra-
nicach od - do o, otrzymamy:

]2 e—X2/2+2xt—tzdx — i i |:T3_X2/2Hm (X)Hn (x) dx:| tm+n

—o0 n=0 m—0 m'n'

-0

Zaktadajac, ze zachodzi wzor (28.7), suma podwdjna zredukuje si¢ do pojedynczej sumy:

® © 0 2n
J-e_xz/2+2x,_t2dx — Z |:J.€_X2/2H3 ()C) dx:|t (288)

b 70 (n)*”

—00

Problemem jest obliczenie catki po lewej stronie. Wyktadnik funkcji podcatkowej mo-
zemy zapisa¢ w réwnowaznej formie:

—Yox? + 2xt = —Va(x — 21)% + 2%

Zatem catka po lewej stronie (28.8) przyjmie postac:

0 0 0
-2 -x2/2+2 _ 1 ~(x=2eP12 5. _ 1 -x%/2
e’jeX dx = e’ je(X Frgy=e" [ dx .
—00 —00 —®

Ostatnia catka, znana w rachunku prawdopodobienstwa jako catka Gaussa, réwna si¢
V(2m) — patrz § 29. Tak wigc catka po lewej stronie (28.8) przyjmie ostatecznie postac:

0
-2 -x%/2+2 _
e’ je IRy = o \J2TT,

Podstawiajac ja do (28.8), otrzymamy:

0

® 2n
Jame™ = > {Ie‘lezH:(x)dx} !

70 (nh*”

—00

Rozwijajac funkcje wyktadnicza w szereg (patrz § 29), otrzymamy:

00 2n 00 o 2n
IZT[Z t = Z |:J.e—x2/2H:(_x)d_x:| (t ‘)2 . (289)
n.
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Zauwazmy, ze w rozwini¢ciu wystepuja jedynie potegi n +n = 2n, nie ma poteg m +n, co
dowodzi stusznosci wzoru (28.7). Przyréwnujac wspétczynniki poteg 2 po lewe;j i prawej
stronie wzoru (28.8), otrzymamy:

o

[e B2 (x)dx=~2mn! (28.10)

—00

Calki te bardzo szybko rosng ze wzrostem n.

Zadania
1. Wiedzac, ze Ho =1, a H; = x, znalez¢ cztery kolejne wielomiany Hermite'a.
Odpowiedz:
H,=x*-1, Hy=x"-6x*+3,
Hs=x%-3x, Hs = x°~ 10x° +15x.
2. Znalez¢ nachylenie wielomianéw nieparzystych H,(x) w punkcie poczatkowym x = 0.
Rozwiagzanie. Korzystamy ze wzoru (28.5) na pochodng wielomianu. Dana

jest ona wzorem H,(x) = nH,_1(x). Z kolei warto$¢ wielomianu parzystego w zerze
dana jest wzorem (28.4). Zatem H',(0) = nH,_,(0). Tak wi¢c dla n nieparzystego:

H,(0) =nABBL.n-2) =n(n-2)!! =n!!

jest iloczynem kolejnych liczb nieparzystych.
3. Pokazac, ze :

H' =n(n-1)H,_,.

Zatem punkty przegi¢cia wielomianéw Hermite'a H,, znajduja si¢ w miejscach zerowych
wielomianéw H,, _,.
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§29. Tozsamosci przydatne w zastosowaniach

a) Definicje

cosnd wielomiany parzyste (nieparzyste), gdy n jest parzyste (nieparzy-
ste) wzgledem cos®, nazywane wielomianami Czebyszewa I ro-
dzaju, oznaczane przez T,(cos8). Spetniaja zwigzek rekurencyjny
T,1(t) = 2tT,(t) — T,-1(t), gdzie wielkosci poczatkowe to Ty = 1,
Tyt =1.

sin(n+1)0/sin®  wielomiany parzyste (nieparzyste), gdy n jest parzyste (nieparzy-
ste) wzglgdem cos6, nazywane wielomianami Czebyszewa II ro-
dzaju, oznaczane przez U,(cos6). Spelniaja analogiczny zwiagzek
rekurencyjny U,.(f) = 2tU,(t) — U,-(t), gdzie wielkosci poczatko-
we to Uy =1, Uq(t) = 2t.

b) Tozsamosci trygonometryczne przydatne w catkowaniu

1+ cos0 = 2cos®146,

1 - cosB = 2sin’,

sinacosf =Ya[sin(a + B) + sin(a — B)],
sinasinf =%[cos(a - B) —cos(a + B)].

c) Uzyteczne rozwinigcia

(1+x)" =1+nx+n(n- 1)—+n(n D(n - 2) —z()

Jesli n jest liczbg naturalng, to szereg przeksztalca si¢ w wielomian stopnia n:

— U2 g1 1 3_ 185 4
NI+tx=(0+x)""=1+5x x+mmx e X T

1

1+x

- SU2_q_1,418 2_185 3
=(1+x) " =l-gxtgxt—ogmx £

-

Jesli we wzorze w miejsce x podstawimy x?, otrzymamy:
13 4 _ 1B3 6

! :(arcsinx) =1-1x’+55x Xk

204 2036
NS

Catkujac stronami od 0 do x, otrzymamy:

7
13 X 135 X

X
: —_ 1
arcsinx=x—->—+—-——-—-——=

2 24 2046
3 5 7
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N _ V3 _qal._ 2 2,25 3_ 258 4.
I+x=(1+x)" =l+3x—35x +355 X ~5em X £

1

1+x

Szeregi geometryczne zbiezne, gdy iloraz |g| < 1:
L:[ln(1+x)]’:1—x+x2—x3¢--- q=-x
I+x

13 2 _ 180 3 1800 4 _
3B 360 ssom ¥t

=(1+x)"P=1-1x+

172=(arctgx)’=l—x2+x4—x"’i--' q=-x
+Xx

Catkujac stronami, otrzymamy:

— 121 .3 1 44
In(I+x)=x-5x" +3x —;x" %
==Ll P34l 5Ly T 4
arctgx =x—3x +sx —ox *
Funkcja wyktadnicza:
2 3 ) n
X X X
el x+—+ ... :Zi
21 3! = nl
d) Uzyteczne caltki
t dx . 2x-a,qa
———— =arcsin | =m,
0 x(a—x) a 0

niezalezne od rozciaglosci a funkcji wagowe;.
]l- dx X | a
——— =arcsin— =n
[ 2 2 - ’
-« Nad —X a a

niezalezne od rozciaglosci a funkcji wagowe;.

e) Momenty funkcji sinus i kosinus

m, = Ioznx”sinxdx =—(21)" - n(n — Hm,_»,

m, = joznx”cosxdx =n(2M)" ™ + n(n - ym,_».

Catki powyzsze przedstawiaja momenty stopnia n jednego cyklu funkcji sinus czy kosi-
nus wzgledem poczatku uktadu. Wyrazaja si¢ one wzorami rekurencyjnymi, ktére otrzy-
muje si¢ za pomocg dwukrotnego catkowania przez czgsci. Dla n = 0 jest to pole pod
funkcja, dla n = 1 — moment statyczny, dla n = 2 — moment bezwtadnosci. Dla n > 3
momenty te nie maja nazwy. W obu przypadkach m, = 0. Moment statyczny dla sinusa
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my = =211, a dla kosinusa m; = 0. Wzory rekurencyjne pozwalajg obliczy¢ moment dla
dowolnego n > 3, jesli znamy dwa pierwsze momenty, tj. pole n i moment statyczny
m;. Dwa dalsze momenty wynosza odpowiednio:

m, = —(21)°, ms = —(21)° + 6(21),
m, = 2(21), ms = 3(2m)°.

W zastosowaniach bywajg tez przydatne momenty stopnia n jednego cyklu funkcji sinus
czy kosinus wzgledem $rodka uktadu:

m, = I_: X'sinxdx = [T — (-10)"] + n(n — 1)m,_,,
przy czym: my =0, my = 2T

m, = I_: x"cosxdx = —n[T"™ = (-1)"] = n(n — Dm,_,,
przy czym: my=m; = 0.

W pierwszym przypadku m, = 0, w drugim m, = —4TU
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