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Streszczenie

W skrypcie oméwiono pegie tensora napten, kierunki gidbwne naggen oraz dwie najwaniejsze
hipotezy wytzeniowe (Mohra i Hubera), zakozone ich poréwnaniem. Nagenie zredukowane,eq

wg hipotezy Hubera jest rowne lub mniejsze od gggmia zredukowanego wg Mohra. W najgorszym
przypadku, gdy napgenia gtbwne tworg cigg arytmetyczny, rénica wynosil3,4%.
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ANALIZA SIt WEWN ETRZNYCH

Tensor naprezen

Ciato rzeczywiste pod wptywem sit zewtrenych deformuje si co wywotuje w nimsity we-
wretrzng zwanenaprezeniami Przez napgizenia rozumie si site wewretrzng przypadajca
na jednostk powierzchni; podaje sie zwykle w MPa (megapaskalach).

Stan napgzen w danym punkcie materiatu opisuje girzez sity wewntrzne dziatajce na
nieskaczenie maty prostopadicdenny element objosci (rys. 1); diugéci krawedzi nie grag
roli. Nazwe sciance nadaje soprostopadta do niej. Mamy zatem dwiganki x-owe, dwie
y-owe i dwiez-owe. Na przeciwlegtycliciankach naptzenia g takie same, lecz przeciw-
nych zwrotow, co wynika z warunkéw rownowagi.

Z A

Rys. 1

Sity wewretrzne, dziatajce na poszczegolneianki, g sitami rozt@onymi (napezeniami);
nazywamy jevektorem napzzen. Mamy zatem trzy wektory nagien:

Px = (Pxx Pxys Px2),
Py = (Pyx Pyys Py,
Pz = (Pzx P2y P22

dziatapce na poszczegélrieianki. Zapisuje si je w postaci macierzf, zwanejtensorem
naprezen (gdyz jej elementy zaley od uktadu wspotranych):

pxx pxy pxz 0-xx Txy sz
P= pyx pyy pyz = Tyx ny Tyz )

pZX pZy pZZ T zX T zy GZZ

Widzimy, ze w pierwszym wierszu jest wektor nejen py, w drugimpy, a w trzecinp,. Skia-
dowenormalnewektora napgzen, z jednakowymi indeksami, normalne €manki, wystpuja
na gtbwnej przeltnej tensora; oznaczacge przezo. Gdyo > 0, mOéwimy o napgzeniach
rozrywapcych, w przeciwnym wypadku —&iskapcych. Sktadowe z mieszanymi indeksami
oznacza siprzezr; 3 to napezenia stycznes€inajgce) w ptaszczinie scianki.

Tensor napzen jest symetryczny, tzi® = PT, co oznaczase sktadowe z mieszanymi indek-
sami g takie same, tjr; = 1j. Symetryczné tensora mzna prosto wykazaw oparciu 0 rowno-
wags momentéw dziatacych na element o wymiaractx, dy, dz (rys. 2). Nasciankach row-
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nolegtych napgzenia g jednakowe, ale o przeciwnych zwrotach. Napnia styczne tworz
wigc pary sit, ktdrych momenty w poszczegoélnych ki&ash musz sic rownowayc.

pzy
—

pyzl dz T pyz
dy

— y
Pzy

Rys. 2

Y

Przyktadowo, w kierunku osimamy:
pzydxdytlz = p,,dxdzdly,
pzydV = py.dV,

skad wynika,ze p,y = py= Analogicznie jest w kierunku pozostatych osi.
Mozna pokazé (patrz Dodatek)ze wektor napzen p, na dowolnie zorientowanégiance,
okreslonej wersorem normalnym = (ny, ny, n;), dany jest wzorem:

Ph=n"P=PTn=Pn,
gdzie wykorzystaimy symetryczn& tensora. Zatem:

O, T, T,|[n O, N, +T, N, +T,.n,
P, =| T O, T, |0, |=[TN +O,N, +T 0N, |

sz sz O-zz nz sznx +szny +Ozznz
Wezmy teraz element w ksztalcie czwée@mnu (rys. 3). Pochylécianka opisana jest wersorem
normalnym do niep = (ny, ny, n;). Tak wic, wzor powyszy okréla wektor napgzen p, na
sciance dowolnie nachylonej za pomogektorow napgzen nasciankach prostopadioianu.
Wynika on z rownowagi sit powierzchniowych na elertie obgtosci.

Rys. 3

Jeli przyja¢, ze nasciankach elementu nie ma naj@n stycznych, czylze g wytacznie naps-
zenia normalne, to ze wzoru poigzego otrzymamy:
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NPnn = Pkl + PyyNy] + PzzNK.

Podstawiajc zan = n,i + nyj + nK, z porownania sktadowych po obu stronach wzorzyetr
mamy: pxx = Pyy = P2z = Pan. Tak Wiec, gdy brak jest napten stycznych, naggenia normalne
w danym punkciegswe wszystkich kierunkach takie same, jak w przygacisnienia.

Kierunki gtébwne tensora
Sq to kierunki gcianki), wzdht ktérych (na ktérych) wyspuja wytacznie napgzenia normalne
o. Wyznacza je rownanie:

Pn =on.

Uwzgledniagc, ze on = oln, gdziel jest macierz jednostkow (jedynki na gtownej przejtnej,
zera poza przekna), otrzymamy rownanie jednorodne:

(P-al)n=0.

Jest to rownanie wektorowe, rowname trzem jednorodnym réwnaniom skalarnym:

GXX _0 Txy TXZ nX
1, O0,-0 T, n, | =0.
T T g,,—0|ln

zX zy 2z

Niewiadomymi w tym uktadzie rowmas napgzeniac i wersorn = (ny, ny, ny). J&li ma istnie
niezerowe rozwjzanie ukfadu jednorodnego, to wyznacznik maciergpdczynnikdw musi
zerowa Sie:

co dajerOwnanie charakterystyczmea wartdci o. Po rozpisaniu wyznacznika, otrzymamy
rownanie trzeciego stopnia wzdema:

~0°+§,0° - 50+ § =0,

gdzie s, S, s S tzw. niezmiennikamtensora, niezalmymi od uktadu wspotednych. §
Nimi S; = oy + Oyy + 0, — SUMa wyrazow na gtdwnej pragkej (nape¢zen normalnych), zwana
slademtensora s, — suma minorow gtownej przgikej, s; = |P|— wyznacznik tensora nagen.
Rozwigzaniem réwnania charakterystycznegadrgy pierwiastki rzeczywiste;, o,, o5 zwane
wartasciami gtdbwnymi Podstawigjc kolejnoo = g, 0 = 05, 0 = 03 do uktadu jednorodnego
otrzymamy rozwjzania na kierunkin = n;, n = n,, n = n;, zwanekierunkami gtdwnymisa
one wzajemnigrostopadte co wynika z symetryczioi tensora (dowdd pomijamy). Werso-
ry ni, Ny, N3 tworzg wiec baz wersoréw nowego uktadu wsp&dnych x; X, Xs.
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W przypadku ptaskiego stanu nejen, opisanego tensorem:

o, T, O
O—x Txy
P=|t, O, 0—T o '
yX y

0O 0 O

niezmienniki § nastpujace:

S.L:GX+0yl

— 2
$ = 0xOy — Txy,
% =0.

Wielomian charakterystyczny na waito giéwne dany jest wzorem:go® + s,06° — S0 = 0.
Daje on nasgpujace wartdci gtbwne:

01:0,
0,35=S/2 % [(81/2)% - 5] ¥4,
2
. 0. +0 0,.-0
czyli 0,,=— Y4 A A Y
y * 2 \/( 2 j Y

Kota Mohra

Chcemy wyrazi napgzenia normalne i stycznet na dowolnegciancen = (ny, ny, n;) w ka-
tegoriach napzen gtbwnychaoy, o,, o3 (rys. 4).

Z A O3
!
O> (ep)
<« R
‘0-1 > y
X #0-3
Rys. 4

Wektor nap¢zen p, dany jest wzorem:

o 0 O {n, o,n,
P,=| 0 g, 0 |n, =|0,n
0 0 agg|/n, o,n,

Opuszczajc, dla skrocenia zapisu, znaczagknapezenie normalne nasciancen dane jest
wzorem:

0 = pah = 01n¢ + 02Ny + 03N
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Kwadrat wektora naggen dany jest wzorem:

pr = (01ny)* + (02Ny)° + (0sny)* = 0% + T2,
Mozemy dohczy¢ trzecie réwnanie na diugowersoran:

né+n/+n/ =1
Otrzymalimy uktad trzech réwnaliniowych wzgkdem n?, n?, n/. Po rozwjzaniu, otrzy-
mamy:
2 (0_02)(0_03)+T2
" (01 -0, )(01 - 03)
2 (0_03)(0_01)+T2
’ (02 - 03)(02 - C)-1)
n2 (0_01)(0_02)+ T’ ]

’ (03 - 01)(01 - C)-2)

n

j}
1

Uwzgledniajc, ze:

(6-0,)c-0,)= (0_02—+0st —(OZ—;GSJZ,

2
rownanie nan? przyjmie posta:
2

2
(0_02;03) +17 :(01_02)(01_03)nf +(02—203j .

W uktadzieot s3 to rownania okfggdw o promieniu zalsym odny, zwane kotami Mohra.
Wyrazenie po prawej stronie jest kwadratem promieniaze@anej sktadowaj,. Srodek oke-
gu lezy na osio w punkcieo = %(o, + 03). Podobnie pogpujac, otrzymamy:

2 2
(0_03201) i =(02_03)(02_03)n§+(03201j ,

2 2
(0——01;02J +r2=(03—01)(03—02)nf+(—01 02) :

2

Przyjmupc w réwnaniach okigow ny = ny = n, =0, otrzymamy trzy okyyi, jak na rys. 5:

(o)1 O O3

Rys. 5. Kota Mohra (tréjosiowe rozgjanie)
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Mozna pokazé (dowoéd pomijamy)ze kazdy punkt w obszarze zacieniowanym na rys. 5
przedstawia nagfzenia normalne i styczne dla oki@nej orientacjiscianki. Gdy jedna ze
skladowych wersora zeruje s, wersor jest prostopadly ¢@ianka rownolegta) do tej osi.
Przyktadowo, gdyn, =0, ih =0, wersor jest prostopadty,saianka rownolegta do osi
W takim przypadku napzeniac i T odpowiadaj punktom leéagcym na danym okgu. Przykia-
dowo, j&li scianka obraca siwokot osiz (rys. 4), czyli wokot kierunkuns, napezeniac i t
leza na okegu opartym na&rednicyo,os (rys. 5).

Gdy jedna ze skltadowych wersaradéwna s¢ 1, scianka jest w pokzeniu pocatkowym, na
ktorej nie ma napeen stycznych, tjx = 0, a nap¢zenie normalne rowna s¢ napezeniu gtow-
nemu. Mana pokazé, ze ten sam wniosek wynika z réwnakregoéw. Tak wec, maksymalne
napkzenia styczne na kotach Mohra odpowiad#gpezeniom naciankach réwnolegtych do
kierunkow gtownych, obréconych gitkd5° wzgledem potaenia wygciowego. Najweksze
Z nich dane jest wzorem:

Tmax= ¥2(03 — 0y).

Wynika std wniosek: na dowolndgiance nagrenie styczna < tmax 2& Napgzenie normal-
ne jest z przedziata U {0y, 03).

Warto zauway¢, ze w ptaskim stanie nagren dalej wysépuija trzy kota Mohra. Jedyna 16
nica jest takaze jedno z gtdbwnych nagren jest zerowe, tj. pokrywagiz pocatkiem ukiadu
na rys. 5. Oznacza tee $rednice dwoch kot stykajsie z pocatkiem uktadu, a obszar zacie-
niowany znika.
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NAPREZENIA ZREDUKOWANE

Naprezenia dopuszczalne

Podstawow charakterystyk stali jestgranica plastyczn&i Re [Pa], okrdlana za pomag
préby rozcggania (probki materiatu). W takim dwviadczeniu panujgednoosiowystan na-
prezen, jak w rozcaganym pecie czy linie. Dopuszczalne ngpenia rozcigajace ogop Ustala
sie w proporcji do granicy plastyczid Re. Typowe wartéci s3 nastpujace:

Odop = 0,6Re, gdy nap¢zenia g state,
Odop = 0,4R, gdy napg¢zenia g jednostronnie zmienne (pulgag),
Odop = 0,3R, gdy napg¢zenia g obustronnie zmienne.

Gdy mamyziazony stan napjzen, opisany tensorem nagen, powstaje problem, jak okdiec
odpowiadajcy mu réwnowany jednoosiowystan napzen, zwanynaprezeniem zredukowanym
Oreg- Zagadnienie to nie maistego rozwazania. Uciekamy gizatem ddipotez ktorych jest
wiele. Najwaniejsze g dwie: hipoteza Mohrazwana te hipotez najwickszego napizenia
stycznego, hipoteza Huberazwana te (zwtaszcza na Zachodzie) hipagddubera-Misesa-
Hencky'ego (HMH).

Hipoteza Mohra
Wedtug Mohra:
Ored = 2Tmax= 03 — Oy,

tj. napezenie zredukowane réwna godwojonej wartéci najwigkszego nagzenia stycznego
Tmax CO Z kolei rébwna siréznicy ekstremalnych nagren gtdbwnych (rys. 6).

A
T

(o)1 O O3

<~ Ot

Rys. 6. Napgzenie zredukowane wg Mohra

Hipoteza Hubera

Hipoteza Hubera oparta jest na energii odksztadcpostaciowego. Pierwszy, ktéry w 1904 r.
opracowat ¢ hipotez byt Maksymilian Tytus Huber (1872-1950), profegtwolitechniki
Lwowskiej, a po Il wojnieswiatowe] Politechniki Warszawskiej i Politechnikid@skiej.
Niezaleznie od Hubera, hipotezte opracowat w 1913 roku Richard von Mises (1883—
1953), a w 1925 roku Heinrich Hencky (1885—-1951).
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Ciato rzeczywiste pod dziataniem sit zestmanych doznaje deformaciji, na ktérych sity ob-
cigzajace wykonuj pewry prac L. Praca ta zamieniagsna energi spezysty U, przez ktog
rozumie s¢ prae sit wewretrznych na odksztatceniach przez nie wywotanych.

W rozwaaniach teoretycznych postugujemy gestascia energii spgzystejd = AU/AV, tj.
energy sprzysty odniesiog do obgtosci elementu. Jest to zatem energiaseidaa, czy jed-
nostkowa. Jej wymiareny 9askale [Pa]. Dla uproszczenia rozerg termin ,gstas¢ energii”
czy ,energia wiaciwa” czesto zasfpujemy stowem ,energia”, pagiajac domylnie, ze chodzi
0 gesStas¢ energii, przypadagej na jednostkobjetosci.

Przez odksztalcenia postaciowe rozuméeasiksztatcenia bez zmiany @tgsci elementu.
Naprzenia styczne z natury deformglement bez zmiany aftpsci, jak na rys. 7 — prostopa-
dtoscian staje sirownolegt@cianem. Praca wykonana przez te gagnia wynosi:

Ls = 1ydxdy32dz3 = ¥1,,d VB,

gdziep jest kytem odksztatcenia postaciowego, czyidm obrotuscianek prostopaditych. We
wzorze powyszym uwzgdnilismy, ze sita zmienia giliniowo z przemieszczeniemgdtczyn-
nik ¥%; praca wtaciwa jest polem pod wykresem nejgen w funkcji odksztatce (rys. 8), zacie-
nionym na tym rysunku.

z By
Ty
—>
lyz
g dy /Tyz Wdz
i > >
Ty y B
Rys. 7. Deformacja elementu wywotana Rys. 8. Energia odksztatcenia postaciowego
scinaniem wywotanascinaniem

Zatem @stas¢ energii wywotanegcinaniem®s = LJ/dV = Ya,3. Uwzglkedniajac, ze B = 1,/G,
gdzie G = E/2(1 + v) jest modutem speystaici postaciowejE jest modutem Younga, ga
v jest liczky Poissona, mamy w kou, ze ®s = 1,y/2G. Stosujc wreszcie zasgdsuperpozycji
(dziatanie tych napten jest niezalene od siebie), energia deformagji wywotanejscina-
niem wyrazi s wzorem:

®s = (Txy2 + sz2 + Tyzz)/ZG.

Problemem jest energia deformatjj wywotana napgzeniami normalnymuo, rozcagagcymi

czy sciskapcymi. Elementie ulega deformacji, gdy stosunek dhdgokrawedzi po obcize-

niu nie ulega zmianie. Ma to miejsce, gdy wysnia wzgbtdnesy, €, €; S takie same, tj. gdy

& = €y = €z = const Inaczej mowdc, zmiana elementu jest wowczas geometrycznie paalob
Wydtuzenia wzgédne daneguogdlnionym prawem Hooke’a

&x = [ox —v(oy + 0;)]/E,
&y = [oy —v(oz + oy)]/E,
&, = [0, —v(ox + oy)]/E,
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gdzie, dla skrocenia zapisu, podwojne indeksy przasgpilismy pojedynczym indeksem.
Wydtuzeniae 53 jednakowe, gdy nagtenia g jednakowe, tj. gdyy = oy = o, = const W prze-
ciwnym wypadku element dozna deformaciji (zmian projp) pod wptywem naggen normal-
nych, z czym bdzie wizata s energia deformacgb,, wywotana zrénicowanymi napgzeniami
normalnymi.

Czyste odksztatcenia postaciowe pod wptywepmyoh napgzen normalnych to takie, przy
ktorych nie ma zmiany objosci elementu. Wzgldna zmiana oljosci elementu dana jest
wzorem:

AVIV =g+ gy + &,

wyprowadzonym w zadaniu 3. Sumajwydtuzenia wzgédne, dane uogolnionym prawem
Hooke’a, otrzymamy:

AVIV = (1 - 2v)(ox + oy + 0;)/E.

Z otrzymanego wzoru wynika znana wtasfiaze liczba Poissona < %, lecz nie mae by
ujemna. Po drugie, wzglna zmiana obkjosci elementuAV/V jest proporcjonalna ddadu ten-
sora napyzen. Warunkiem wgc wysepowania czystych odksztatcpostaciowych wywotanych
napkzeniami normalnymi jest zerowanie sladu tensora. Warunek ten spetgiappezenia
Ox — Om, Oy — Om, Oz — Om, gdzie oy = %(0x + oy + 07) jestsrednim napgzeniem normalnym. Tak
wigc, energia odksztatcenia spystegod, = ®, + ®, ma dwa sktadniki: energspkrzysty ®,
Zwigzarg ze zmiag objetosci elementu, wywotanprzezsrednie napgzenia normalne = o,
I energe odksztatcenia postaciowed®, wywotara napgzeniami oy — Gm, Oy — Om, Oz = Om.
Najprasciej energs odksztalcenia postaciowego otrzydvee wzoru: @, = &, — o, (obszar
zacieniowany na rys. 9). Enee¢gprezysta oblicza s¢ wg znanego wzoru:

Dy = Y2(OxEx + OyEy + 07€7).

Korzystapc z uogolnionego prawa Hooke’a, po wykonaniu daiataizymamy:

Py = [0¢ + 0 + 07 — 2v(0x0y + 0x0; + 0y0,)]/ 2E.

> &,
Rys. 9. Energia odksztatcenia postaciowego wywotang/waniem

Gdy napg¢zenia g state, rownesy, state § takze wydtwenia wzgbdneey = €y = €, = g, rowne
(1 - 2v)on/E. Obliczenie energii odksztatcenia ¢liosciowego jest nagpujace:
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Wz06r ten mana przeksztatéidalej, korzystajc z tazsamdci algebraiczney:
(@+b+c)*=a’+b?+c’+2(ab+ac+ bc).

Zatem energia odksztatcenia etfciowego przyjmuje poséa
®y = (1 - 2v)[o¢ + 0, + 07 + 2(0x0y + 0407 + 0y0;)]/6E.

Odejmupc jg od energii odksztatcenia spystegod, otrzymamy energiodksztatcenia po-
staciowegab,, zwigzarg z rozrywaniem. Po wykonaniu dziatatrzymamy:

@, = (L +V)[o¢ + 0y + 07 — (0xOy + 0x0; + 0y0,)]/3E.

Wz0r ten mana przeksztat¢idalej, korzystajc z tazsamdci algebraicznej:
a’+b?+c?- (ab+ac+bo) =¥[(a-b)?+({0-c)* +(c-a).

Zatem energia odksztatcenia gtbfciowego, zwgzana z rozrywaniem, przyjmuje posta
®n = (1+V)[(0x— 0y)* + (0y -~ 07)° + (0.~ 0)°] /6E.

Uwzgledniajgc, ze (L + v)/E = 1/2G, otrzymamy ostatecznie:
P, = [(0x — 0y)* + (Oy — 07)° + (02 — 0x)?]/12G.

Calkowita energia odksztatcenia postaciowege ®, + ®s jest rowna sumie energiy,, zwia-
zanej z rozrywaniem i energis, zwigzanej zescinaniem. Dodaic je, otrzymamy ostatecznie:

Dp = {1/2[(0x - GY)Z + (Gy - 02)2 + (02— Cfx)z] + 3(Txy2 + Txz2 + Tyzz)} /16G.

Dla jednoosiowego rozggania, wzor powsszy daje energi odksztatcenia postaciowego
®, = 0°/6G. Przyréwnugc te energie do siebie, otrzymamy rgpnie zredukowane, dane wzo-
rem:

N[ O O RO

2 2 2
red 2 +3(Txy+Tyz+sz)'

W przypadku kierunkow gtownych nagenia styczne znikgj a napgzenia normalne prze-
chodz w wartdci gtowne. Materiat w danym punkcie jest bezpieGZygy ored < Odop

Poréwnanie obydwu hipotez
Gdy mamy jednoosiowe rozgianie padczone zecinaniem, hipoteza Hubera daje:

0,4 =VO>+31°.

W przypadku sameginania,orq = V3. Skad wynika,ze przy czystyngcinaniu dopuszczal-
ne napg¢zenia nascinani€tdop = Odop/V3 = 0,58040p WYN0S2 58% 0Oyop INAcCzej mowgc, mate-
riaty nie ,lubig” §cinania.
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W przypadku hipotezy Mohra musimy najpierw wyzna@cagpezenia gtbwne. Przyjmagg
Ox =0, 0y =0, Ty =1, Otrzymamy:

0:=0,
023 =0/2 + [(0/2)? + 1] 2.

Naprzenia zredukowane wg hipotezy Mohsag = 05 - 0, = 2[(0/2)? + 1°] Y2 Zatem:

O,y =+ 0" +41°.

Widzimy, ze napezenia zredukowane,.qg Wg Mohra g niecowi¢ekszeod napezen zredu-
kowanychaeg Wg Hubera. W przypadku samegmnania,oeq = 21. Skad wynika, ze przy
czystymscinaniu dopuszczalne nagenia nascinanie wg Mohragop = 0dop/2 = %2040p WYNO-
SZ3 50% Odop

Pokaemy, ze w dowolnym przypadku nagtenia zredukowane wg Hubera wne lub
mniejszeniz napkzenie zredukowane wg Mohra.

Poréwnanie obydwu hipotez jestauprostsze w kategoriach nape gtownych. Maemy
wtedy wykorzysté kota Mohra, pokazane na rys. 5. Oznaczmysrelanice przea = o, - 0y,
b=0;-0, C=03-0y, przy czymc=a+ b. Z pomog tych srednic napgzenia zredukowane
wyrazaja Sie wzorami:

Oreg = Jﬂaz +b? +c?), wg Hubera,
Ored = C, wg Mohra.

Wprowadzajc oznaczeniadred = h, wg Hubera ires = m, wg Mohra, iloraz tych dwdch na-
prezen wyrazi s wzorem:

h _ |a?+b?+c? _\/a2+(c—a)2+c2
m 2c? 2c? '

Wprowadzajc zmienn X = a/c = (o, - 01)/(03 — 01), otrzymamy:

h_ X2 —x+1,
m

gdzie zmienna [ (0, 1). lloraz h/m jest symetryczny wzgtlem x = 4, gdzie przyjmuje naj-
mniejsz warta¢, rowrg v ¥ = 0,866 (rys. 10). Tak wic, najwiksza rénica medzy obydwie-
ma hipotezami, dochodza do13,4%, wystpuje, gdyo, = ¥2(0; + 03).

Gdy x dazy do wartd@ci skrajnych, ilorazh/m- 1, co ma miejsce, gd§rednica najmniej-
szego kota Mohraaty do zera. W granicy, gdy;, = o, lub o, = a3, hajmniejsze koto znika
(redukuje st do punktu), a dwa pozostate pokrywaje ze solg, dapc jedno wspdine koto
o srednicyos; - oy (rys. 11), bez obszaru zacieniowanego.

Gdy o, =0,=0, z& 03> 0 jest to przypadejednoosiowegaozchgania. Gdyo; =0, z& o,
= 0g; > 0 jest to przypadeklwuosiowegaozchgania o tych samych nageniach. W obydwu
przypadkach obie hipotezy dajakie samo napzenie zredukowan@,eq = 03 — 0;, dobrze
potwierdzone déwiadczalnie, chéwydaje s¢ to by sprzeczne z intuigj
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Rys. 10. Stosunek nagen zredukowanych wg Hubera i Mohra

Gdy napezenia w trzech kierunkachy $akie sameo; = 0, = g; (przypadek hydrostatyczny),
kota Mohra znikaj, scisle méwic — reduky sie do punktu. Podobnie, obie hipotezygitgn
sam wynikoyeq = 0.

Y
Q

> O
0,=02 O3 O 0,=03

Rys. 11. Kota Mohra dla jednakowych nagen w dwoch kierunkach

Cwiczenia

1. Pokazé, ze z uogdlnionego prawa Hooke’a wynika,roznica dwoch dowolnych wydtu-
zen wzglednychnie zalezy od trzeciego napgenia normalnego.
Odpowiedz:

1+
£, —€, =?V(0X —cy) = (ox — 0y)/2G.

Analogicznie: gy — &= (0y — 0,)/2G,
SZ - EX = (Gz - Gx)/ZG.

2. Korzystajc z uogoélnionego prawa Hooke’a wyznacsymy wydhien wzglkdnych w dwdch
dowolnych kierunkach.

Odpowiedz:
_1—V( ) 2v
€X+8y—?0' +Gy _EO-Z,
_1—V( ) 2v
€y+sz—? 0y+oz _EGX,
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£, +¢ :1_—V(0 +0 )—&0 :
E ‘ “ E Y

3. Wyznaczy wzgledng zmiare objetosci prostopadtécianu o krawdziacha, b, c.
Rozwigzanie. Objtos¢ prostopadiécianuV = abc Logarytmugc wzor, otrzymamy:
InV = Ina + Inb + Inc. Obliczapc rézniczki wg wzoru:dlnx = dx/x, mamy natychmiast:
AVIV = Nala + Ab/b + Ac/c = & + g, + &, tj. wzgledna zmiana objosci elementu réwna
sie sumie wydtaen wzglednych kravdzi.

4. Pokazé, ze uogolnione prawo Hooke’a pozwala wykamapezenia normalne w katego-
riach wydhzen wzglednyche. W s ka z 6 w k a: potraktowtauogolnione prawo Hooke’a,
jako uktad trzech réwmaliniowych wzgkdem napgzen, ktéry mazna rozwigzat metod
szkolrg — eliminacji niewiadomych, lub metgdvyznacznikow (Sarrusa).
Rozwigzanie. Zadanie rozgiemy metoda eliminacji niewiadomych. Ze wzoru na
wzgledng zmiare objetosci AV/V wynika réwnanie:

o,+0,+0, = (sx+sy+sz),

natomiast z sumy wydhen wzglednych w dwéch kierunkach, danych w zadaniu 2, wagnik
rownanie:

Odejmupc je od poprzedniego, wyeliminujenay + o,. Otrzymamy réwnanie na:

W ostatnim réwnaniu wyggamy przed nawias wspolny czyniiitk(1 - 2v):

v (1—Ezv){ez L )}

Tak wiec, ostatecznie mamy rozyzianie nao:

= E -v)e, +vle, +¢, )|
Gz—m[(l e, +vle, y)]

Analogicznie:

Oy :WE]_—ZV)[(]-_V)SX +V(£y +£z)]’
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E
Gy = m[(l_\))sy +V(SZ +£X)] .
Jak wid#&, zaleenos¢ napezen od wydtwen nie jest tak prosta, jak wydten od napezen,
danych uogolnionym prawem Hooke’a.
W ptaskim przypadku rozgganiac, =0, co daje wydtaenie wzgtdne:

€, = _(1—V)(8X +£y)'

Podstawiajc je do wzoroéw nay orazaoy, po ucazliwych przeksztatceniach otrzymamy:

m

Wzory te § podstaw tensometrii ktora zajmuje si okreslaniem napgzen normalnych
o za pomog pomiaru wydhaen wzgldnyche, z pomog tensometrow

Wzory te ma@na bardzo tatwo otrzynéajesli w uogolnionym prawie Hooke’a przyj-
miemy o, =01z dwoch pierwszych réwmhavyznaczymy nagezenia.
. Dlaczego energii odksztatcenia postaciowégozwigzanej z rozrywaniem, nie maoa obli-
czy¢ za pomog maksymalnych napzen stycznych, wazitych z kota Mohra (rys. 5), tj. dla-
Czegod, # (Timar + Tomax + Tamaxr)/2G? Zasad superpozycji stosujemy przegiprzy ob-
liczaniu energii deformacji czystegoinaniads,
Odpowiedz: wyrazenie to jestL,5 razawigkszeod ®,. W tym przypadku nie n@my
zastosowa zasady superpozycji, gédyapezenia te nie $od siebie niezaime. Zmienia-
jac, np.oy, zmieni s¢ zarbwnot; max i Tamax
. Pokaza, ze n +n/ +n/ = 1, gdzie kwadraty sktadowych wersaralane § wzorami na
S. 8.

Objasnienie. Wszystkie wersory mapwa stopnie swobody. Opisywanie sktado-
wych skalarnych wersora za pomdgtéw nachylenia wersora wzglem osi uktadu, zwa-
nych kgtami analitycznyminie jest zbyt wygodne, wygiuja bowiem trzy lgty, zamiast
dwoch. Sktadowe skalarng, ny, n, wersoran sa rzutami wersora na osie uktadu, czyli ko-
sinusami lgtow nachylenia wersora, B, y wzgledem osi uktadu, zwanyckosinusami
kierunkowymi Gdy skladowa wersora jest dodatnig, ckachylenia wzgidem osi jest ostry,
a gdy jest ujemna,gk nachylenia jest rozwarty.

W zastosowaniach rzuty te wygodnie jest wydam pomog jednego Zgtow analitycz-
nych zazwyczaj ktay odchylenia wersora od 0sii kgta azymutid, czyli kata odchylenia
rzutu wersora na ptaszczyzn(xy) od osix. § to dwa stopnie swobody, defirigg wersor
(rys. 12). Z rysunku wida ze rzut przektnej prostopadkrianu na € x mazemy otrzyma
za pomog podwdjnego rzutowania: najpierw na ptaszczyzrotrzymamy przekng pod-
stawy, a potem nasx. J&li wersorn o dtugaci 1 lezy na przektnej prostopadiianu,
jego rzut na & x wynosi ny = (siny)cos8, a na ¢ y wynosi ny = (siny)sine. Rzut na &
ZWwynosin, = cosy. Zatem:
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Rys. 12

n = (Sinycosy, sinysing, cosy).

7. Dany jest werson = (1, -2, 3)/V14. Znale¢ katy nachylenia wzgldem osi uktadu i azymut
8 wzgledem osix.

Rozwigzanie:

a = arccosl/v14 = 74,5°,

B = arccos-2/vV14 = 165,3°,

y = arccos3/vVi4 = 49,9°,

e = arctgy/ny) = arctg2) = -63,4°.

8. Mamy prostolgt o bokacha i b. Wydtuzenie wzgtdne boku poziomega wynosiey, z&
boku pionowegd» wynosiey. Obliczy¢ kat obrotu przektnejdp.
Rozwigzanie: lgt nachylenia przejtnej wzgkdem pionu dany jest wzorempg
a/b. Logarytmujemy stronami ten wzér: Igg Ina - Inb. Obliczamy réniczke:

1 d _da db_
——— —=—-—=¢g -¢,.
tgBcosB a b Y

Stad mamy: dB = (ex - &) sinBcoB. Widzimy, ze nie ma obrotu przetnej, gdyey = ¢y,
czyli gdy wydtwzenia wzgtdne g takie same.
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DODATEK

Wiasnosci wektora naprezen

W celu zbadania wtasta wektora napgzen p,, wydzielmy w drodku nieskaczenie maty
czworascienny elemen©ABCo obgtosci AV (rys. 13).

Powierzchng sciany ABC oznaczmy przeaS, zewrgtrzng normalmy do tejsciany przem,
a wektor napgzen na tejscianie przez,. Na pozostatyckiciankach wektory normalne:s-i,
-j, -k, a wektory napzen na nich g oznaczone przgay, py, P~ Zgodnie z zasadakciji i re-
akcji (11l prawo Newtona) mgemy zapisé& p-x = —Px, P-y = =Py, P-z=—Pz

Zz

Rys. 13

Na czwordcian ten dziataj cztery sity powierzchniowe:

nascianke ABC, sita: pnAS,
nasciank OBC, sita: p_xAS = —pxASnl = —py N AS,
nascianke AOC, sita: p-yAS, = —p,ASn[j = - pynyAS,
nasciank ABO, sita: p_,AS, = -p,ASnlk = -p,n,AS
oraz sita masowk (wykorzystalgmy tu fakt,ze scianki prostopadte do osi uktady izutami

scianki ukanej). Mazemy teraz do tego elementu zastosbivprawo Newtonasm dv/dt = Z sit.
Sumujc sity, rownanie ruchu przyjmie posta

dv
pAVa =pAVF + p,AS- p,AS, - pyASy - p,AS,-

Grupupc wyrazy i dziedc stronami przeas, otrzymamy:
e
AS \ dt
gdzie ny, ny, n, s3 sktadowymi skalarnymi (kosinusami kierunkowymi) ra@ra n. J&li

wymiary liniowe czworécianu lgdziemy zmniejsza do zera, wowczas w granicy iloraz
AV/AS = 0. Wobec tego:

_Fj: pn_nxpx_nypy_nzpz’

Pn = NkPx + Ny Py + NP2
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Wzér ten oznaczage w danej chwili i w danym punkcie wekiay zalezy od orientacji elementu
dS na ktéry dziata. St wektor napgzen p, = pn(r, t, n) ma wskanik n, aby podkréi¢, ze
jest to wektor zalny nie tylko od miejsca i czasu, jak wiele innyckkioréw, ale take od
orientacji elementu powierzchd§ opisanej wersorem normalnym

Réwnanie wektorowe jest rownowrge trzem réwnaniom skalarnym, wyegacym rzuty
na osie uktadu:

Pnx = NxPxx+ Ny Pyx+ NzPzx,
Pry = NxPxy* Ny Pyy+ NzPzy,
Pnz = NxPxzt Ny Pyzt NzPzz

Widzimy, ze wektor napgzen p, mazemy wyrazé jako iloczyn wersora' (wierszowego)
i tensora nagren P:

Ph=Nn"P,

co jest rbwnowzneP'n, gdzie tensor napten P jest rowny:

pxx pxy pxz
P = pyx pyy pyz :
pzx pzy pzz

W pierwszym wierszu tensorg sktadowe wektora nagten px = (Pxx Pxy, Pz, WYySEpujace-
go nasciancex-owej, w drugim — wektorgy = (Pyx Pyy. Py2), WySkpujacego nasciancey-
owej, w trzecim — wektor@, = (P2 Pzy P29, WysEpujacego nasciancez-owej. Skiadowepyy,
Py, P2z WYsEpujace na gtownej przeftnej tensora napzen P s3 napgzeniami normalnymi,
pozostate skladowe — ngpeniami stycznymi. Sktadowe te zadeod orientacji uktadu, lecz
tensor jako taki jest niezadey od wyboru uktadu. Jest on wiellaig fizyczmg charakteryzujca
napkzenia wewtrzne w grodku cagtym, sad maze by tylko funkcjg miejsca i (ewentu-
alnie) czasu. Zatem tensor nggen P = P(r, t) jestpolem tensorowym

Wyrazem niezalenosci tensora od uktaduw $ego niezmienniki. Jest ich wiele. Jednym z nich
jest suma wyrazow na gtownej praghej, czyli suma naggen normalnychpy+ pyy+pzz Jest
ona stata w danym punkcie, niezaie od orientacji uktadu.
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